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1. Revision de la formulacion Hamiltoniana

Revisién de la mecanica Hamiltoniana. Transformaciones candnicas. Variables angulo-accion.

La formulacién lagrangeana de la mecanica posee la importante propiedad de ser covariante bajo

transformaciones generales de coordenadas: las ecuaciones de Lagrange conservan su forma bajo dichas
transformaciones. El uso de coordenandas generalizadas ¢; la pone de manifiesto en forma explicita.
Sin embargo, esta generalidad no es suficiente para muchas aplicaciones: la imposibilidad de interpretar
geomnetricamente la transformacion lineal que resuelve el problema de oscilaciones alrededor de un mo-
vimiento estacionario es un sintoma.
Los impulsos generalizados desempenan un papel importante en la Mecanica: para cada simetria de un
sistema mecanico existe un impulso generalizado que se conserva. Estas leyes de conservacion, a su vez,
simplifican la formulacién de problemas mecéanicos. Este importante papel de los impulsos, junto con la
conveniencia de generalizar las transformaciones generales de coordenadas, sugieren una formulacién que
trate coordenadas e impulsos en forma equivalente: la formulacion hamiltoniana.

1.1. Las ecuaciones de Hamilton

El desarrollo de ecuaciones de movimiento simétricas en coordenadas e impulsos generalizados, exige
la introduccién de algunas herramientas matemnaticas particulares: las transformaciones de Legendre y
el espacio de las fases.

1.1.1. Trasformaciones de Legendre

Las velocidades generalizadas ¢; y los impulsos generalizados p; forman un conjunto redundante de
variables y es necesario eliminar unas en funcion de las otras. Para hacerlo, examinemos la interpretacion
geometrica de los impulsos generalizados.
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Figura 1: Esquema de la transformacién de Legendre en 1 dimensién.



Examinaremos primero el caso de un grado de libertad. Como los impulsos generalizados se definen

por la ecuacion:
oL
=50 (1)

el impulso generalizado es la pendiente del lagrangeano como funcién de la velocidad generalizada ¢ 1

Hamiltoniano del péndulo, soluciones exactas y aproximadas. Separatriz. Puntos fijos: andlisis de
estabilidad. Variables estables e inestables. Whiskered Torus. Concepto de linealidad y no linealidad.
Otros ejemplos: oscilador cuartico.

Sistemas integrables, definicién, concepto de estabilidad. Ejemplos. Perturbaciones a Hamiltonianos
integrables. Sistemas casi-integrables.

Teorias clasicas de perturbaciones, series asintéticas, pequenos denominadores, convergencia de las
series. Método de averaging. Ejemplos.

Resonancia no lineal. Resonancia entre sistemas 1D y una perturbaciéon externa. Modelo de péndulo
para la resonancia. Parametros.

Resonancias en sistemas multidimensionales. Descripcién geométrica en el espacio de las acciones y
en el espacio de frecuencias. Modelo para la resonancia. Pardmetros. Ejemplos.

Teoria perturbativa para una resonancia: Mapa standard. Propiedades. Pertusbaciones a la Separatriz:
mapa de la separatriz. Propiedades. Estocastidad e inestabilidad local. Exponentes de Lyapunov, entropia
KS. Concepto de la difusién de Arnol’d.
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