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Capitulo 1

Conceptos basicos

1.1. Definiciones basicas

1.1.1. Intensidad especifica

Supongamos un campo de radiacién electromagnética que esquematizamos en la Fig. 1.1. La energia dF,
que fluye durante un intervalo de tiempo infinitesimal d¢, en el intervalo de frecuencias entre v y v+ dv, a través
de un elemento de drea dA, dentro del dngulo sélido df? y formando un angulo € con la normal, es proporcional

a:

dFE, o« cos 0dAdQdvdt

Llamaremos Intensidad especifica (I,,) a la constante de esta proporcionalidad, es decir:

. __ dB
Y cos0dAdQdydt

(1.1)
Sus dimensiones son [I,,] =erg cm~2 strad~! Hz~! s~!. En ocasiones esta magnitud se designa también como
B,, del inglés brillo o brightness, pero esta notacién puede causar confusion con la funcién de Planck del cuerpo

negro.

El problema fundamental de la radioastronomia consiste en determinar precisamente esta instensidad es-
pecifica como funcién de la frecuencia, la posicién en el cielo, el tiempo y el estado de polarizacion, es dcir,
POL
I,°%(a, 6,t).
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Figura 1.1: Definicién de intensidad especifica I, de la radiacién.

Figura 1.2: Constancia de la intensidad especifica a lo largo de un rayo luminoso.
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En ausencia de procesos de emisién o absorcion, la intensidad especifica del campo de radiacién se conserva
a lo largo de un rayo luminoso y no depende de la distancia. Para verlo, consideremos dos elementos de area dA
y dA’ separados por una distancia D y el haz de radiacién que fluye del primer al segundo elemento (ver Fig.
1.2).

dE = I, cos 0dAdQ2dvdt es la energia que cruza dA durante dt dentro de una banda dv y confinada dentro
del dngulo sélido dS). Igualmente dE’ = I] cos ’dA’dQ' dvdt es la energia que posteriormente cruza dA’ también

durante dt, dentro de la misma banda dv y confinada dentro del dngulo sélido d€2’.

Los elementos de angulo sélido cumpliran d2 = dA’cos@’ /D? y d¥ = dAcosf/D?. Sustituyendo sus

expresiones arriba e imponiendo que la energia se conserva, dF = dE’, obtendremos:

dA’ cos b’ dAcosf
_ ———dv

I, cosOdA oz dvdt = I, cos0'd A’ Iz dt

de donde, simplificando en ambos miembros, obtenemos que la intensidad especifica emitida y recibida son

iguales.

I, =1

1.1.2. Densidad de flujo

Llamaremos densidad de flujo S, de una radiofuente a la energia recibida de la misma por unidad de &rea,
frecuencia y de tiempo. Partiendo de 1.1, se obtiene integrando dS, = dE, /(dAdvdt) = I, cos8dS) a todo el

angulo so6lido subtendido por la radiofuente:

Sl,:/ I, cos 0dS).
Q

s

Si la fuente no es excesivamente extendida, cos 6 es aproximadamente 1 para todo el dominio de integracién

y podemos escribir simplemente:
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syz/ 1,dS. (1.2)
Q

s

La densidad de flujo nos da una idea del brillo aparente de la radiofuente y sus dimensiones son de [S,] =erg
ecm~? s~ Hz~!. Habitualmente, las unidades més usadas en radioastronomfia para S, son el Jansky (Jy) o el

miliJansky (mJy). Sus equivalencias con los sistemas de unidades internacional y cgs son:
1Jy=10"2Wm2Hz ' =107 ergs~! cm™2 Hz~!.

La densidad de flujo es una magnitud que si depende de la distancia a la fuente, puesto que el angulo
sélido que subtiende cualquier astro cae con el inverso del cuadrado de la distancia. Son muchas las fuentes
celestes en el cielo tan brillantes como 1 Jy, pero incluso un objeto asi observado con una antena de 100
m de didmetro (A ~ 8000 m?) y con un ancho de banda Av = 100 MHz producirfa una seiial de tan sélo
10~ W aproximadamente. El conjunto de radiotelescopios més sensible actualmente (el Very Large Array)
puede detectar fuentes que apenas superan los 0.1 mJy con una integraciéon profunda en longitudes de onda

centimétricas.

1.1.3. Densidad de energia

Una magnitud 1til relacionada con la intensidad especifica es la densidad de energia u,. Puesto que la
radiacién se propaga a la velocidad de la luz (¢ = 299792458 m s~ 1), la densidad de energia por unidad de

angulo solido es:

Mientras que la densidad total de energia se obtendrd integrando u, para todos los dngulos sélidos:

u,,:/ 1, (2)dQ = 1/ I,d. (1.4)
4am 4m

Cc
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1.1.4. Temperatura de brillo

En el caso de un cuerpo negro a temperatura 7', la intensidad especifica a la frecuencia v viene dada por la

funcion de Planck:
2h1? 1 2K 1?2

e

donde h es la constante de Planck, ¢ la velocidad de la luz y K la constante de Boltzmann. En la segunda

I, =B, = { T, (1.5)

igualdad se ha desarrollado en serie a primer orden suponiendo que KT /hv < 1. Esta condicién corresponde a

la aproximacién de Rayleigh-Jeans (RJ) que suele ser muy apropiada en el dominio radio del espectro.

Con independencia de que la emisién sea de cuerpo negro o de que sea KT /hv < 1, se puede definir la
llamada temperatura de brillo Tz como aquella temperatura necesaria para expresar la intensidad especifica
usando la aproximacién de RJ de un cuerpo negro. En ese caso, dada una I, cualquiera su temperatura de brillo
asociada viene dada por:

c? A2
= WL, = ﬁll,. (1.6)

Por supuesto, si la emsién es realmente de cuerpo negro Tp es la temperatura fisica del mismo y resulta

Tg

independiente de la frecuencia. De no ser asi, es perfectamente posible que Tz no represente realmente la

temperatura fisica del cuerpo celeste y que ademas sea distinta para las distintas frecuencias consideradas.

La densidad de flujo dada por 1.2 se puede pasar a expresar en funcién de T mediante:

_ 2K v? 2K 1?2

S,, 5 /Q TBdQ = QS 2 <Tp >, (17)

C

donde g es el dngulo sélido de la radiofuente y < T's > su temperatura de brillo promedio.

1.2. Interaccion radiacién-materia y transporte radiativo

Hemos visto en la subseccién 1.1.1 que la intensidad especifica se conserva a lo largo de un rayo luminoso
cuando la radiacién se propaga libremente en el vacio. En presencia de materia esto ya no es asi y la intensidad
especifica I, pasa a ser funcién de la posicién. La interaccién radiacién-materia puede producirse mediante

diferentes mecanismos que fundamentalmente son la emisién, la absorcion y también el scattering o dispersion.

La ley que gobierna los cambios de I, puede obtenerse a partir de la ecuaciéon del transporte radiativo,
que proporciona una descripcién fenomenoldgica del problema en términos de los coeficientes de emisién €, y
absorcién k, (ignoraremos por el momento los posibles fenémenos de dispersién). Estos coeficientes son distintos

segun sea el proceso fisico de emisién y/o absorcién considerado.
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Figura 1.3: Diagrama para la deduccion de la ecuacion del transporte radiativo.

En la Fig. 1.3 se considera un elemento de materia de longitud infinitesimal ds que recibe una intensidad
especifica I,. En su interior, ésta se ve incrementada segun el coeficiente de emisién en €,ds a la vez que la

radiacién entrante se atentia en —k, [, ds, es decir:
[I,(s+ds) — I,(s)] = €,ds — k, I, ds.

Dividiendo por ds y aplicando la definicién de derivada, se obtiene:

dl,

F —ku 1y, + €y, (1.8)

que constituye la ecuacién del transporte radiativo. Esta debe plantearse teniendo en cuenta la geometria del
cuerpo celeste considerado y los distintos fendmenos de emisién y absorcion que deban considerarse. No obstante,

1.8 admite diversas soluciones en casos particulares de interés como son:

e Cuando sélo tenemos procesos de emisién, 1.8 y su solucién se reducen a

1,
ds €v,

I,(s) = I,(s0) + /S €,(s)ds. (1.9)

S0

e Cuando sélo tenemos procesos de absorcién, 1.8 y su solucién se reducen a

dl,

LI 1(9) = L) esp [ [ mutoras] (1.10)

e En condiciones de equilibrio termodindmico (ET), la intensidad especifica coincide con la funcién de Planck

B, y es por tanto independiente de la posicién. Este ultimo hecho impone una relacién muy fuerte entre los
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coeficientes de emisién y absorcién conocida como Ley de Kirchoff. Tenemos entonces que:

dl, €
—0, I, =B, =< 1.11
s (1.11)

)
Ry

donde

2 exphv/KT —1
es la funcién de Planck que ya se ha introducido antes. La ley de Kirchoff se aplica también cuando sélo tenemos

equilibrio termodindmico local (ETL). No obstante en este caso I, difiere en general de B,.

En el caso general, el problema puede ser muy complicado. Definiendo la profundidad éptica como:
dr, = —kK,ds (1.12)

la ecuacion del transporte radiativo 1.8 se escribe como

I,

= I, — B,(T). (1.13)

Su solucién puede escribirse, por lo menos formalmente, multiplicando ambos miembros por exp —7,, e integrando

por partes sobre 7,:

7,(0) dl 7.(0) 7.(0)
/ e~ —Ydr, = IuefT”|g”(0) + / Ie ™dr, = / (I, — B,)e ™dm,
0 dr, 0 0

Y finalmente

7, (0)
L(s) = I,(0)e ™ 4 / B,(T)e ™ dr,. (1.14)
0

En caso de medios isotermos (T' =cte), la funcién de Planck puede salir de la integral y la solucién general se
simplifica a:
I,(s) = 1,(0)e ™ 4 B, (T)(1 — e ™), (1.15)

Para grandes profundidades épticas, 7,(0) > 1 esta solucién tiende a I, ~ B,(T'). Para casos épticamente

delgados, 7,,(0) < 1, tenemos por el contrario que I, ~ I,,(0) + B, (T)7,(0).

1.3. Emisiéon maser

Habitualmente el coeficiente de absorcién x, es una cantidad positiva y ello conduce a la atenuacién de

la radiacién entrante a un medio material. No obstante, en situaciones de no equilibrio, puede ocurrir que los
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fenémenos de emision estimulada resulten dominantes frente a la absorcién ordinaria y el campo de radiacion se
vea fuertemente amplificado. Estas condiciones fuera del equilibrio se dan cuando una molécula tiene un nivel
de energia elevado mucho mas poblado que su nivel inferior o, equivalentemente, una temperatura de excitacion
negativa. Desde el punto de vista fisico, esta andmala situacion es factible cuando existe un mecanismo de
bombeo, habitualmente una fuente de radiacion o procesos colisionales con una temperatura equivalente superior
a la diferencia de energia entre niveles, capaz de crear una sobrepoblacién de moléculas en el nivel superior. A
la frecuencia de la transicién entre niveles, la intensidad especifica entrante se incrementa entonces gracias a las
emisiones estimuladas que genera a su paso por el medio. Formalmente, esto es equivalente a un coeficiente de

emisién k, < 0.

El fenémeno que hemos descrito es el andlogo de la emisién LASER en el dominio éptico del espectro pero, por
producirse en el rango de las microondas, recibe el nombre de MASER. Los primeros méaseres astronémicos
se descubrieron entre 1965-1967 al detectarse emisiones de linea moleculares cerca de regiones H II con una
intensidad excesiva para tratarse de una emisién de origen térmico. Desde entonces se han detectado una gran
variedad de méseres en objetos estelares jévenes y evolucionados asociados sobre todo moléculas muy comunes,

entre ellas el agua.

Resulta didéactico construir un modelo simplificado de la emisién maser para una molécula genérica con dos
niveles de energia 1 y 2 cuya diferencia sea hry. La densidad de moléculas en cada nivel se representa por N; y
Ny, respectivamente. Si los niveles tienen igual peso estadistico, se puede igualar el coeficiente de Einstein Bis
con Bsi, que indicaremos simplemente como B. Designaremos ademéas como A el correspondiente coeficiente
de Einstein de emisién espontanea del nivel 2 al 1. La ecuacién del transporte radiativo 1.8, para la frecuencia
central de la transicién, se expresard como:

dl,,

= hl/QBNgL,D + hvgA — hVoBNleo,

donde en el segundo miembro el primer término corresponde a la emisién estimulada, el segundo a la emision
espontdnea y el tercero a la absorcién ordinaria. Agrupando:

dl,,
ds

Para la mayor parte de transiciones moleculares, la probabilidad de transicién espontanea representada por el

= hyy [B(Ng _Nl)Iuo +A] (].].6)

coeficiente A resulta despreciable frente a la accién de un maéser intenso. Postularemos ademds que existe un
mecanismo capaz de poblar el nivel superior a un ritmo R asi como colisiones que inducen transiciones a un
ritmo C entre los dos niveles sin produccién de fotones. Poniendo A = 0, el balance de transiciones de 1 a 2 y

de 2 a 1 resulta:

Ny(BI,, + C)+ R ~ Ny(BI,, + C)
de donde
R

NN =L o)
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y sustituido en 1.16 proporciona
dl,, BRI,

= hygy———"-—.
ds (Bl + O)

Si el término colisional en 1.17 es dominante, la solucién de esta ecuacién diferencial proporciona un crecimiento

(1.17)

exponencial de la intensidad especifica:
I, = 1,,(0) exp [avs], (1.18)

donde oy = hiyBR/C. En este regimen, se dice que el méaser esta insaturado. Cuando la intensidad especifica
crece hasta el punto en que la emisién estimulada resultado dominante frente a las colisiones, el segundo miembro

de 1.17 se hace constante y la intensidad especifica pasa a crecer pero sélo linealmente:
I, = hiyRs. (1.19)

Se dice entonces que el maser esta saturado. Por supuesto en el mundo real las condiciones habituales se hallan

en un punto medio entre estos dos casos extremos.
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Capitulo 2

Antena simple

2.1. Parametros fundamentales

Una antena es un dispositivo que capta una onda electromagnética que se propaga libremente en el espacio
y la introduce en una guia de ondas que la conduce hacia un receptor donde es detectada. Las propiedades de
una antena que estudiaremos a continuacién son simétricas tanto si ésta se comporta como receptora o como

emisora.

2.1.1. Ley de Nyquist

Esta ley data de 1928 y en el fondo es una ley del cuerpo negro. Para su deduccién, consideremos una
resistencia conectada a una linea de transmisién de longitud total L (ida y vuelta) todo ello en equilibrio
termodindmico con el campo de radiacién a temperatura T, como se muestra en la Fig. 2.1. Los electrones
agitados térmicamente producen una diferencia de potencial V' medible cuyo valor medio en el tiempo < V' >=0
pero con desviacién media cuadratica < V2 > 0. Es decir, la resistencia de la linea disipara por efecto Joule
una potencia que debe hallarse en equilibrio con la energia que por unidad de tiempo recibe del campo de

radiacion que agita sus electrones.

Calculemos la densidad de energia en la linea de transmisién. Esta serd el producto de el ntimero N de

modos de oscilacién permitidos en la linea con longitud de onda A. Sera tal que:



14 CAPITULO 2. ANTENA SIMPLE

R

Filtro

. 3 Pasabanda 6} v
; ; N

; ; L

Figura 2.1: Figura para ilustrar la Ley de Nyquist que proporciona la potencia suministrada por una resistencia
a una cierta temperatura dentro de un cierto ancho de banda.

donde v es la velocidad de la luz en la linea de transmisién. Por tanto, el niimero de modos por intervalo de

frecuencia serd:

dN = %dy.

El ntimero de fotones por modo viene dado por el factor de la estadistica de Bose-Einstein 1/(exp [hv/KT]|—
1), donde h es la constante de Planck y K la constante de Boltzmann. Finalmente hay que multiplicar por la

energia hv de cada fotén. Agrupando factores, la densidad espectral de energia dentro de una banda Av sera:

2L hv

Af = TAy(exp [h/KT]—1)

Esta cantidad tiene dimensiones de energia y es la energia presente en la linea de longitud L. Si la cortamos,

aun veremos pasar un flujo de energfa por un tiempo At = L/v. La potencia asociada al mismo es:

W 1AE hvAv
 2At  (exp[hv/KT]—1)

~ KTAv,

donde el factor 1/2 surge debido a que al cortar la linea la mitad de la energfa va en un sentido y la otra en
otro. La aproximacién final es valida para hv/ KT < 1 lo cual es una aproximacién muy aceptable en longitudes

de onda radio. La potencia espectral que proporcionan los bornes de una resistencia sometida a temperatura T’
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queda por tanto:
W = KTAv. (2.1)

Esta potencia es independiente de la frecuencia por lo que el ruido del voltaje asociado al mismo debe tener un
espectro plano (ruido blanco) dentro del ancho de banda Av. Su valor suele ser muy pequeno. Por ejemplo para
una temperatura ambiente de 7 = 300 K y un ancho de banda de 50 MHz, W asciende a 2,1 x 10713 W. La

Ley de Nyquist se empleard posteriormente en el apartado 2.1.9 para definir la llamada temperatura de antena.

2.1.2. Diagrama de radiacién

El diagrama de radiacién P, (6, ¢) es una funcién normalizada que nos da idea de la respuesta de la antena
segun la direccién en que reciba o transmita la radiacion. La direccion la tomaremos especificada por los dngulos
(0, ¢) en un sistema de coordenadas polar normalmente centrado en la antena. El méximo del diagrama de
radiacion, de valor unidad, se obtiene para una senal que se reciba o transmita en la direccién del 16bulo o haz
principal (generalmente donde § = 0). El diagrama de radiacién puede presentar también zonas de respuesta
pequena, pero no nula, en direcciones alejadas del haz principal. Estas direcciones constituyen lo que se llama
l6bulos laterales o secundarios de la funcién P, (6, ¢). Todo esto se ilustra esquemdticamente en la Figura.
2.2.

Recordando la definicién de intensidad especifica, la potencia total recibida en un cierto elemento de area,

segun un cierto elemento de angulo sélido y dentro de un intervalo de frecuencia diferencia era:
dW,, = I,dA cos 0dQdv.

Supongamos ahora que en vez de un elemento de drea tenemos una antena de drea finita. Sea A.(6, ¢) el drea
efectiva que, como superficie recolectora de radiacidn, ofrece la antena cuando se la orienta en la direccién (6, ¢).

El drea efectiva estd intimamemte relacionada con el concepto de diagrama de radiacién, de modo tal que:
Ae(0,0) = AcPo(0, ¢),

donde A, es el valor méximo o eficaz del drea colectora que ofrece la antena en la direccién del haz principal,

esto es, cuando P, = 1.
Con esta definicién, la potencia espectral recibida por la antena se puede escribir como

aw, = %Ae(e, 6)I1, (0, $)dd.

El factor 1/2 se debe que la antena es sensible sélo a una de las dos polarizaciones ortogonales en que se puede
descomponer una radiacién no polarizada. Suponemos ademas que la antena esta perfectamente adaptada a la
impedancia compleja que en sus terminales ofrece el conjunto del receptor y la linea de transmisién que conduce

la senal hasta él.
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LOBULO PRINCIPAL

A~ LOBULOSLATERALES
\O

Figura 2.2: Esquema del 16bulo principal y los lébulos laterales de una antena.
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La potencia espectral total que recibe la antena se obtrendra integrando a todas la direcciones y frecuencias

a las que seamos sensibles:

[ A(0,0)1,(0, $)d02| Av, (2.2)
4am

N~

1
W= /du g Ac(0, )1, (0, $)dQ ~

donde en el ultimo paso hemos supuesto que la antena es sensible dentro de un ancho de banda Av en el

que el espectro de la radiofuente es constante.

En este punto, conviene introducir una serie de deficiones importantes.

2.1.3. Eficiencia de la apertura

La eficiencia de la apertura 14 es el cociente entre el drea eficaz de la antena A, y su drea geométrica real:

Ae
na = 4, (2.3)

Dado que las antenas no radian en general de forma perfecta, tendremos siempre que n4 < 1.

2.1.4. Anchura del haz a potencia mitad

Dentro de este capitulo, estudiaremos como calcular de manera rigurosa el diagrama de radiaciéon de una
antena en funcién de la iluminacién de su superficie por el campo eléctrico. Adelantaremos aqui que, en nu-
merosos casos practicos, el diagrama de radiacién es tal que el haz principal es claramente dominante y puede
aproximarse adecuadamente por una Gaussiana. P, es entonces s6lo funcién de 6 desapareciendo la dependen-
cia acimutal en ¢. En estos casos, se define fyppw como la anchura del haz a potencia mitad tal que
P, (6upsw/2) = 1/2. Veremos también que fgppw ~ A/D, donde X es la longitud de onda de observacién y
D el tamano de la antena. Por ejemplo, para la antena de 70 cm de la Red del Espacio Lejano en Robledo de
Chavela tenemos que Oyppw ~ 2’ a la longitud de onda de 3.5 cm.

— ¢ 07/20°

Para haces Gaussianos, P, (#) , larelacién entre o y fgppw resulta de imponer que P, (fuppw/2) =

1/2. De ahi se deduce que:

GHPBW =0V 811127

2
P,(0) = exp {—4ln2297] .
Otipew
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2.1.5. Angulo sélido de la antena

Llamaremos angulo sélido de la antena 24 a la integral para todas las direcciones del diagrama de radiacion:
Qq = / P, (8, ¢)d). (2.4)
A

Este es un concepto ligado a las propiedades directivas de la antena como veremos a continuacién.

Se puede definir también el angulo sélido del haz o l6bulo principal de la antena restringiendo la integral

anterior de modo que excluya los l6bulos laterales:
Qp = / P, (0, ¢)d. (2.5)
haz principal

En cualquier caso serd Qp; < Q 4, pero si la antena tiene buenas propiedades directivas se tiene que Q57 ~ Q4.

2.1.6. Directividad de la antena

Sea Wrpr la potencia total radiada por la antena en todas direcciones. La potencia media radiada por
estereoradidn serd, obviamente, Wrg/4m. Llamaremos directividad de la antena D(6, ¢) al cociente entre la
potencia radiada en una direccién W (0, ¢) y la potencia media radiada:

W0, ¢)

D0, ¢) = Wrn/Ar

(2.6)

En el caso de una antena isétropa, W (6, ¢) = Wrg/4m y la directividad es la unidad. De la definicién que hemos

dado, es evidente que la integral de la directividad a todas las direcciones vale 47:
D(8, ¢)dQY = 4m.
4r

Por la definicién de diagrama de radiacion, la directividad de la antena debe ser proporcional a P,,. Tomando

Dy como la constante de proporcionalidad, podemos escribir:
D(@, d)) = DOP’IL(07 ¢)7 (27)

donde Dg se conoce como la directividad propiamente dicha. Esta constante sera:

Winax dm 4 47

Dy = D - = - N
0= AP = T T g, T T R0 o o

donde el ultimo paso se justifica aplicando la definicién de dngulo sélido de la antena. Tenemos entonces que la

relacién entre angulo sélido y directividad de una antena se puede poner como:

47

Do = —.
0 o

(2.8)
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2.1.7. Ganancia

La ganancia es un concepto muy similar al de directividad pero en su definicién hace intervenir la potencia
total suministrada a la antena, Wrp, que siempre es algo superior a la potencia total radiada Wrpr debido a las
pérdidas. En general:

Wrr = nrWr,

donde nr <1 es la llamada eficiencia de radiacién.

Llamaremos ganancia de la antena G(0, ¢) al cociente entre la potencia radiada en una direccién W (6, ¢)

y la potencia total suministrada. Por analogia con 2.6, escribiremos:

Wb, ¢)

G0, ¢) = . 2.9
(0.9) = i (29)
Aqui igualmente G(6, ¢) serd proporcional al diagrama de radiacién

G(0,9) = GoP(0,9), (2.10)

donde la constante Gg es la ganancia propiamente dicha. Puede verse con facilidad que:

4
Go = nrDo = grm. (2.11)
A

Dado que para una antena moderna nr es menor pero muy cercano a la unidad, en bastantes casos puede

confundirse la ganancia con la directividad.

Conviene senialar aqui que es frecuente expresar la ganancia en decibelios (dB). Esta es una escala logar{tmica
referida a un cierto valor de referencia. En general una magnitud en dB se expresa mediante:

Magnitud
Magnitud de referencia

Magnitud(dB) = 10 log

o equivalentemente

Magnitud = Magnitud de referencia x 10Magnitud(dB)/10,

En nuestro caso, la referencia es la ganancia de una antena isétropa que ya hemos comentado es la unidad.
Por ejemplo, la antigua antena de Cebreros tenfa una ganancia de Gy = 53,3 dB. Esto es equivalente a una
constante Gy = 1 x 1093:3/10 — 2,138 x 10°. El dngulo sélido de la antena seria entonces de Q4 = A7 /Gy =

5,878 x 10~° strad = 0,1929°2.

2.1.8. Relacién entre area efectiva y angulo sélido

Esta relacién se puede ver de forma cualitativa sabiendo que la anchura del haz a potencia mitad es yppw ~

A/D y que el dngulo sélido de una antena es Q4 ~ Qar ~ 03pgw ~ A2/D? ~ A2 /A.. De donde se deduce que
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Q4 ~ A2/A.. Mediante la siguiente demostracién veremos que esta similitud en orden de magnitud es, en

realidad, una igualdad estricta.

Para ello consideremos el esquema de la Fig. 2.3 donde se muestra un recipiente térmicamente aislado a
una temperatura absoluta 7. En su interior hay una antena conectada a una resistencia R y un cavidad que
se comporta como un cuerpo negro que subtiende un angulo sélido A2 observable desde la antena. Todo el

conjunto se halla en equilibrio térmico a la misma temperatura 7.

La potencia que radia la antena dentro de Af2, y en el rango de frecuencias Av, debido a la agitacién térmica

de los electrones de la resistencia es, segin la Ley de Nyquist:

Go
KTAVZUP, (60,0)A0,

La potencia recibida por la antena emitida por el cuerpo negro, cuya intensidad especifica es I, = 2kTv?/c?; se

puede escribir como:

2
2kTv AV%AQP,L(e, #)AQ.

c2

Al hallarse todo el recinto en equilibrio, la potencia recibida debe ser igual a la potencia radiada de donde

simplificando nos queda:

G() _ VQ
4 2T
Y usando la relacién 2.8 suponiendo nr =1,
dr A
QA47T B )\2’
que simplificado conduce a:
Aa = N2 (2.12)

2.1.9. Temperatura de antena

Una antena que observe el cielo proporcionara una cierta potencia en la terminacién de su linea de trans-
misién. En vez de hablar de esta potencia, se suele hablar de la Temperatura de Antena como la temperatura

de una resistencia que proporcionase la misma potencia que la antena segun la ley de Nyquist 2.1, esto es:

W = KTaAv. (2.13)

La potencia que expresa una temperatura de antena puede tener varias contribuciones y todas ellas pueden

expresarse mediante una cierta temperatura gracias a la ley de Nyquist. Entre las distintas contribuciones
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Figura 2.3: Figura para la demostracion de la relacién entre el area efectiva y el angulo sélido de una antena.

podemos considerar la de la propia fuente que nos interesa observar (T), el fondo cosmolégico de microondas
(Tyg ~ 3 K), la atmoésfera terrestre (Taem), la potencia recibida a través de los l6bulos laterales (Tio1), etc.

Sumando:

Ta = Ts+Tbg+Tatm+ﬂob+--- (214)

2.1.10. Relacién entre temperatura de antena y temperatura de brillo

En la seccién 1.1.4 hemos definido la temperatura de brillo 75 como una manera cémoda de expresar la
intensidad especifica I,, de una radiofuente y que sélo tiene el significado de una temperatura fisica cuando
la emisién es de cuerpo negro. Podemos relacionar 75 con la temperatura de antena 74 a partir de 2.13 y

expresando la potencia total que la antena recibe de la radiofuente mediante:

2-K'T‘B (97 ¢)

1
W= KTalv = 2 A, =

Po1,d0Ay = %Ae P (0, ¢)dQAw.

4

Aqui, la potencia prevista por la ley de Nyquist se ha expresado como la integral de I,, en erg cm™2 s—!

Hz~! strad—!, sobre el dngulo sélido de la radiofuente, multiplicado por el ancho de banda, por la respuesta
del diagrama de radiacién segin la direccién y por el drea colectora eficaz de la antena. El resultado es una
magnitud con dimensiones de potencia. El factor 1/2 representa que la antena es sensible sélo a una componente
de la polarizacién de la radiacién y se cancela con el factor 2 en el numerador. Simplificando en ambos miembros

y recordando que segin 2.12 A.Q4 = A2, quedari:
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Ta=—— [ Tp(6,0)Pu(6, 6)ds2. (2.15)
QA 4

La temperatura de antena resulta ser igual a la temperatura de brillo promediada con el peso del diagrama de
radiacion de la antena. Esta expresién que acabamos de obtener no es atin la més general para la temperatura
de antena, que obtendremos més adelante como un producto de convolucién al tratar la ecuaciéon 2.24. No

obstante, si es interesante a partir de aqui considerar algunos casos particulares de 2.15.

Si la fuente es muy pequena, con un angulo sélido Q; < )/ tal que sobre él P, ~ 1y T es constante, nos

quedaré:

1 Qg A,
A QA b /fuente a QA o |:2K:| 5 ( 6)

La tltima igualdad surge de utilizar Q4 = A\?/A,, la férmula de RJ y poner la densidad de flujo como S, = I,,€2.
De no ser Tz constante, la férmula anterior sigue siendo valida escrita para el promedio sobre la fuente de la
temperatura de brillo. El factor [A./2K] tiene dimensiones de K/Jy y es la llamada sensibilidad de la antena.
Sirve para pasar de temperatura de antena a densidad de flujo y puede tener una dependencia con la altura
de observacién debido a deformaciones de la antena. La densidad de flujo es propia de la radiofuente, pero una
misma radiofuente puede dar lugar a diversos valores de temperatura de antena segin sea la antena que la

observe.

Si la fuente es moderadamente extensa, con (25 ~ Qs y Tp constante, admitiendo que sélo entra energia
por el 16bulo principal:
Qur

1
Ty = —TB/ P.(0,6)dQ = 22Ty (2.17)
QA fuente QA

Por el contrario, si la fuente es muy extensa, con angulo sélido Qs > Qs v con T también constante,
tendremos directamente que:
1

T:
A=

TB/ Po(0,6)dQ = —T0 = Ty, (2.18)
4 QA

2.2. Calculo de diagramas de radiacién

En este tema tener en cuenta las propiedades de simetria de una antena tanto para la emisién como para la re-
cepcion. El concepto de diagrama de radiacion P, (6, ¢) ya ha sido introducido en la seccién 2.1.2 y aqui daremos

la expresién general para su calculo.

Consideremos la Fig. 2.4 donde en un punto P del espacio con coordenadas (x,y, z) se propaga una onda

plana monocromatica en la direccién dada por los dngulos (0, ¢) o sus cosenos directores equivalentes (§,7, ().
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El campo eléctrico de la onda en P es proporcional a
2
expi(kgx + kyy + k.2 — 2mvt) = expi%(faj +ny + (z — ct),

donde se han introducido los simbolos de las componentes del vector niimero de onda, frecuencia y longitud
de onda con su significado habitual. En el plano de la apertura de la antena (z = 0) la amplitud del campo
eléctrico seria proporcional a:

Ei(2',y') = expi2n(&x’ + ny'),
siendo 2’ = x/X e ¥ = y/A. Una onda plana que se recibiera de la direccién considerada produciria esta
distribucién de amplitud del campo eléctrico (iluminacién) en la apertura de la antena y, equivalentemente, esta

distribucién produciria la misma onda plana si la antena funcionara en modo de emision.

Sin embargo, el campo eléctrico global en P serd la superposicién de todas las ondas planas en distintas
direcciones y cada una con cierta amplitud. Considerando el campo eléctrico como escalar para simplificar, esto

es ignorando los efectos de la polarizacion, podemos escribir:

E(z,y,2) l//ERsneA@“W“”%m.

Todo este campo producird en z = 0 la siguiente iluminaci’on:

Ei(z',y) //&ﬁmﬂm“W%w (2.19)

donde al escribir el signo de proporcionalidad se han omitido los factores de propagacion de la amplitud del
campo desde P hasta la antena cuya dependencia fundamental seria con el inverso de la distancia. Estos factores

no son importantes ya que se cancelarian al normalizar el diagrama de radiacion.

La ecuacién precedente nos dice que existe una relacion de transformada de Fourier entre la iluminacion
de la antena FE;(z',y’) y las componentes de Fourier del campo eléctrico radiado como funcién de la direccién

Er(&,7n). La transformacién inversa vendria dada por:

r(&m) O<//Ei(x',y’)e*m”(ﬁw/*”y/)dx'dy’. (2.20)

Como la potencia radiada en cada direccién va como el modulo al cuadrado de la amplitud, el diagrama de

radiacién debe ser proporcional a |Er(&,1)|%. Por lo tanto, el diagrama de radiacién puede expresarse como:

|ER(6377)|2 _ |ER(€777)|2
[Er(0,0)7 [ [ [ Ei(a',y)da'dy'|*

Aplicando esta ecuacién puede verse, por ejemplo, que el diagrama de radiaciéon de una antena de apertura

(2.21)

rectangular uniformemente iluminada viene gobernada por funciones del tipo sinc al cuadrado. En cambio, si

la apertura es circular aparecen funciones mucho méas complicadas.
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Direccion( 96, @)
con cosenos directores

(&.,n,Q)

E(x,y,2)
Punto P

Plano z=0

E(X.y)

Figura 2.4: Esquema para el calculo del diagrama de radiacién de una antena en funcién de la iluminacién de
campo eléctrico en su apertura. Esta figura no estd a escala pues el punto P deberia hallarse a gran distancia
de la antena.
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2.3. La temperatura de antena como convolucién

Hemos visto en 2.15 que la temperatura de antena es un promedio pesado de la temperatura de brillo con
el diagrama de radiacién. Podemos profundizar méas en esta definicién si consideramos el caso de una antena
que vaya barriendo la distribucién de brillo en el cielo Tg(6, ¢). Significa esto que ahora no supondremos que
la radiofuente y la antena, o su diagrama de radiacién P, (6, ¢), no se hallan alineados en una misma direccién.
Designado por (6o,¢0) la direccién de apuntado de la antena, la ecuacién 2.15 pasa a escribirse en este caso més

general como:

T (60, d) é [ (6~ 00,6~ 00)To(0.0)a0 (2.22)

0 escrito en términos de cosenos directores

Ta(&o,m0) = QLAA Po(& —&,n—mno)Ts (& n)dédn. (2.23)

Es importante insistir en que las dos féormulas precedentes recogen a 2.15 como un caso particular cuando
0o = ¢g = 0. Por otro lado, estas expresiones nos recuerdan mucho un producto de convolucién de dos funciones

+oo

h(u) = f(2) % g(z) = / f(@)g(u — 2)da.

—0
No obstante, para que realmente 2.22 y 2.23 puede expresarse de este modo hace falta una inversién de signo
dentro en las variables del diagrama de radiacién. Afortunadamente, la mayor parte de antenas tienen diagramas
de radiacién simétricos tales que P,,(§,n) = P.(—&, —n). Si esta condicién se cumple, 2.22 y 2.23 puede ambas
expresarse de modo compacto como:

1
T'a(0,m0) = mPn *Tp. (2.24)

Por lo tanto, el mapa de temperatura de antena de una regién del cielo es la distribucion de temperatura de brillo
de la misma convolucionada con el diagrama de radiacién. Este hecho hace que los detalles de Tp se suavizan
al ser observados y cualquier estructura en escalas angulares por debajo de fyppw no resultara apreciable por

una antena tnica. En la figura 2.5 se muestra un ejemplo unidimensional de este proceso.

Es importante constatar aqui que el hecho de la convolucién no altera la densidad de flujo total de la

2K 12
C2

podemos medir directamente T4 y no Tp. Ensayemos definiendo S/, =

radiofuente. Esta se ha definido anteriormente en 1.7 como S, =

J Tpdf2. Sin embargo, nosotros sélo

2K 12
C2

J TadQ2 y veamos si podemos

relacionarlo con la densidad de flujo auténtica (sin prima). Reescribiendo usando 2.23, tenemos:

_ 2K v?

1
S, 2 /|:Q_A/Pn(§_£0777_770)TB(fa77)d§d77 d&odno.

C
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Figura 2.5: Ejemplo unidimensional de la obtencién de la temperatura de antena T4 a partir de la distribucién
de temperatura de brillo Tz en el cielo cuando se observa con una antena cuya diagrama de radiaciéon es P,,. El
resultado es el producto de convoluciéon T4 = P, * Tp que suaviza los detalles a la resolucién angular del haz
principal de la antena.
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Intercambiando la integracion,

2K 1?2
5= / dednT (€. m) / deoding Pa(€ — 0,7 — o) =

2K 1?2 2K 1?2
ot [acantatemon =23 [ dentaen = ..

Por lo tanto, la integral de la temperatura de antena sobre todo el dngulo sélido de la radiofuente coincide
también con la densidad de flujo. En otras palabras, la antena no altera la densidad de flujo observada sino

solamente la distribucién de temperatura de brillo. Resumiéndolo mediante ecuaciones:

2K 2 2K 2
S, = CQV //TB(fﬂ?)dﬁdn — v //TA(£07n0)d€0an- (225)

2
c

Medir densidades de flujos es pues perfectamente factible con una antena. Lo dificil serd restaurar T a partir

de TA.

2.4. Receptores

El receptor es el elemento clave del llamado back end de un radiotelescopio. En él, la senial recogida por
la antena es filtrada dentro de una cierta banda pasante Av centrada en la frecuencia de observacion vg,
posteriormente ampificada, detectada cuadréaticamente (pues la potencia es proporcional al cuadrado del voltaje)
y promediada con una cierta constante de tiempo. Del voltaje final que resulta de todo este proceso se puede

deducir la temperatura de antena de la radiofuente que se observe.

El filtraje de frecuencias dentro de una cierta banda pasante puede hacerse mediante una cavidad resonante
que sélo permite el paso de ciertos modos de propagacién. A continuacién, uno de los elementos mas delicados
de un receptor es su etapa amplificadora. Los amplificadores aumentan la intensidad de la sefial en un factor
(ganancia) G > 1. Este proceso electrénico es muy dificil de lograr sin introducir una potencia de ruido anadido

a la senal amplificada.

Si entra al amplificador una senal con potencia KT4, la salida ideal deberia ser GKT4. En la practica ésta
es en cambio GKT4 + Wy, donde el subindice es la inicial de Noise (ruido en inglés). Se define entonces la
temperatura de ruido del receptor como: -

N
Ty = —. 2.26
N = o (2.26)
La acciéon amplificadora, incluyendo ruido, es equivalente a que la temperatura asociada a la senal entrante

tuviera una contribucién adicional Tx. Se defiene entonces la Temperatura del Sistema (7s) como:

Ts=Tas+Tn. (2.27)



28 CAPITULO 2. ANTENA SIMPLE

V(D) Vi () Va (1)

Av > G n2

v

y
—

—>= V(€

Antena  Filtro pasabanda Amplificador  Detector cuadratico  Integrador

Ruido amplificador

Figura 2.6: Esquema de las etapas fundamentales de un receptor de potencia total que es el dispositivo mas
simple para la detecciéon en radioastronomia.

En esta definiciéon no estamos considerando las pérdidas a lo largo de la linea de transmisién que hacen que la
definicién de T4 y Ts dependa algo de la posicion a lo largo de la linea, debido a los problemas de atenuacién

y ruido adicional que ésta también introduce.

A continuacién estudiaremos en detalle el caso més simple de receptor usado en radioastronomfia, el receptor
de potencia total. Su esquema estd ilustrado en la Fig. 2.6 donde constan todas sus etapas. El receptor de po-
tencia total es una buena base para comprender el fundamento tedrico de otros receptores algo mas complicados
(superheterodinos, de Dicke o NAR)!. Estos se distinguen del receptor de potencia total por la presencia de un
oscilador local para mezclar y cambiar la frecuencia de deteccién a una frecuencia intermedia mds baja (super-
heterodino), ciclos periédicos de observacién alternando entre la antena y una carga a temperatura controlada
(Dicke), o radiémetros de adicién de ruido (NAR).

El espectro de frecuencia S;(v) de la senal en radioastronomia se supone que es constante (ruido blanco o
Gaussiano) para todas las frecuencias temporales. La senal inicial viene representada por un voltaje instantaneo
en funcién del tiempo V;(t). Esta filtrada dentro de un ancho de banda Av con un filtro pasabanda. La sefial
resultante sélo contiene potencia (también constante) asociada a las frecuencias dentro de esa banda. Esto se
ilustra en el primer panel de la Fig. 2.7. La potencia contenida KTg = ffooo Si(v)dv es el area de los dos

rectangulos de la Fig. 2.7, luego la altura de estos rectdngulos es KTs/2.

En la etapa de amplificacion, la forma de la senal y el espectro no cambian salvo por el factor G de ganancia

del amplificador, pasando a ser

V! (t) = GVi(t) (2.28)

3

SI(v) = GS:(v). (2.29)

IDebido a la limitacién temporal de este curso nos restrigiremos sélo al caso fundamental del receptor de potencia total.
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Figura 2.7: Espectro de frecuencias de la senal a su paso por las distintas etapas del receptor de potencia total.
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En el detector cuadratico, la senal pasa a ser
Valt) = Vi 2(t) (2.30)

y su espectro de potencias S4(v) puede hallarse a partir de su funcién de autocorrelacién y aplicando el teorema

de Wiener-Kintchine. La funcién de autocorrelacién de Vy(t) serd igual al valor esperado de:

Ra(7) = E[Va(t + 7)Va(t)] = B[V/(t + 7)V/(t + 7)V/()V/(1)]

Su célculo implica conocer el valor esperado del producto de cuatro variables aleatorias Gaussianas (momento
de orden cuatro). Puede demostrarse que este producto se expresa como suma de valores esperados de productos
dobles (momentos de orden dos). La demostracién de este resultado se omite aqui por hallarse més alla de los

objetivos de estos apuntes. Aplicando lo dicho:

Ra(r) = BIV{ 2(t+ DBV 2(t)] + (E[V] (t + 1)V (1)])* + (B[V/ (t + 1)V] ()])* = R} *(0) + 2R} *(7)

Por el teorema de Wiener-Kintchine, la transformada de Fourier de R4(7) es el espectro de potencias que
estamos buscando. Transformando la ecuacion precedente, el término constante proporciona una delta de Dirac

y el término con R, %(7) se expresa como un producto de convolucién del espectro S(v) de V'

Sa(v) = R.2(0)0(v) 4+ 2SL(v) * Si(v). (2.31)

La delta del espectro indica la presencia de una componente continua y constante en la senal que hard que su
valor medio no sea nulo. El resto de frecuencias donde el espectro es distinto de cero representan fluctuaciones
de la senal en torno a ese valor constante. De hecho, el coeficiente de la delta es el valor esperado de Vy(t) y

viene dado por:

donde mq = E[V4(t)].

Podemos también calcular la altura en el origen del tridngulo de frecuencias de Sq(v). centrado en v =0y

de los tridngulos en £2vy (véase Fig. 2.7). La altura central sera el doble de:

+oo
Six Sl (v=0)= / S! 2(V)dl/ = %(GKT5)2AV.

— 00
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Mientras que la altura de los tridngulos menores en +2v es el doble de:
1
Six Sl (v==221) =..= Z(GKTS)2AV.

Los tridngulos en +2v4 en la Fig. 2.7 representan un rizado de muy alta frecuencia que se elimina.

Sin considerar el rizado, la potencia total de la senal en el detector cuadratico se puede calcular

—+oo
/ Sq(v)dv = m? 4 Area triangular central = 2 [GKTsAv]” .

—0o0

Pero lo que més nos interesa de la senal V(t) es su varianza para poder establecer la sensibilidad tedrica del

receptor de potencia total. Para una variable aleatoria, la varianza viene dada por:

“+o0
0% = Bl(Valt) — ma)’] = BV (1)] — E*[Va(t)] = Ra(0) — m} = / Sa(v)dv —m}
y usando los resultados recién hallados
0% =2[GKTsAv]* — [GKTsAv]> = [GKTsAv)> . (2.32)

La relacién senal a ruido (Signal-to-noise ratio) en la etapa del detector cuadradico es

m GKTsAv
SR = M CETsAv
gq GKTSAZ/
lo cual es muy desfavorable para la deteccién de la senal original. Debe, por tanto, tratarse de disminuir la
varianza para que la senal de valor medio pueda detectarse con mas claridad, por ejemplo con SNR por encima

de 4. Esto se logra precisamente en la etapa del integrador.

El integrador promedia la sefial del detector cuadratico con una cierta constante de tiempo 7. Su salida viene

dada por:
1 t
Vo(t) = —/ Va(t')dt'. (2.33)
t

—T
Esto es equivalente a convolucionar Vi (t) con una funcién rectdngulo de valor 1/7 para 0 < ¢t < 7 y cero fuera

de este intervalo. Designando por h(t) a esta funcién rectdngulo, podemos escribir:
Vo(t) = Vu(t) = h(t). (2.34)

En general, h(t) es la llamada respuesta impulsional del integrador y da la forma en que se suavizaria a su
paso un impulso tipo delta de Dirac. Puesto que el producto de convolucién es el producto de transformadas de

Fourier, el espectro final de la sefial integrada sera:

So(v) = Sa(v)|H(v)|?, (2.35)
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donde H (v) es la transformada de Fourier de la respuesta impulsional del integral. En el caso de un integrador
ideal, esta funcién es un rectangulo como ya hemos comentado, y su transformada de Fourier una funcién sinc.
El producto representado por la ecuacién anterior se ilustran en color azul en el tltimo panel de la Fig. 2.7. Junto
a la componente constante representada por la delta de Dirac, esta regién del espectro en azul corresponde a las
Unicas frecuencias con potencia distinta de cero que sobreviven en las distintas etapas del receptor de potencia
total, pues la funcién sinc es practicamente nula mucho més alla de 1/7. Por supuesto 7 debe ser mucho mayor
que el tiempo caracteristico de duracién de un pulso de radiacién (7 > 1/Av). Mencionaremos también que al
tener la funcién sinc valor unidad en el origen, se preserva la componente continua representada por la delta de

Dirac y el valor medio de la senal.

El espectro anterior puede ponerse entonces como:
So(v) = (GKTsAv)*§(v) + (GKTs)*Av|H(v)|?, (2.36)

donde se ha aproximado el tridngulo central por el valor en el origen.

En esta etapa final, el valor esperado es m3 = (GKTsAv)? mientras que la varianza

+o0 Foo
o2 = / So(v)dv —mi = (GKTs)*Av / |H(v)[*dv.

— 00 — 00

Aplicando el teorema de la potencia

+o0
op = (GKTs)2Av/ |h(t)2dt = (GKTS)MVT_lQT — (GKTs)2¥,

—o00
donde la integral se calculado para la funcién recténgulo h(t). No obstante, en general se define la constante de

tiempo de un integrador como:
1 1
T=E= —s = . (2.37)
S HH@) Py [Z 7 |h(t)]2dt

En nuestro caso, la varianza del receptor de potencia total queda por fin:
A
oo = GKTs\| 2. (2.38)
T

Este resultado conduce ahora a una SNR de

SNR = 0 — /AuT,

0o

que crece con el tiempo de integraciéon y el ancho de banda. Podemos plantearnos ahora a qué incremento de

temperatura de antena o de mg equivale la varianza del receptor. Esta serd la minima temperatura de antena
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detectable. ;Cudndo serd Amg = GKATs = GKA(T4 + Tn)Av = 0¢? Suponiendo constante la temperatura

de ruido
Av
Amg=GKAT,Av = GKTsy/ —,
-

Ts
VAUT

de donde:
ATy =

(2.39)

Este es un resultado muy importante, no sélo para el caso sencillo que hemos considerado. Los receptores
més complejos que el de potencia total siguen una dependencia de su sensibilidad muy similar a la obtenido.

En general, cualquier otro tipo de receptor tiene una sensibilidad expresable mediante:

Ts
VAU

donde Kg es una constante propia del receptor y que puede ser mayor o menor que uno.

ATy = Kg (2.40)

La dependencia de las dos ecuaciones precedentes podria haberse obtenido de manera mucho mas intuitiva
pensando en el cardcter aleatorio Gaussiano de la sefial obtenida y promediada por el receptor. Si el ancho
de banda es Av, la duracién de un impulso del campo electromagnético es el inverso 1/Awv. Si integramos
durante 7 segundos, el nimero de impulsos promediados serd Avr. Para una variable aleatoria Gaussiana
como la temperatura de antena, el error probable debe disminuir con la raiz cuadrada del nimero de medidas

promediadas, es decir:

ATy 1
Ts VTAY'
Ts
ATy ~ ——.
A TAV

de donde resulta la misma dependencia funcional que en 2.39 y 2.40.

Para una fuente no resuelta, usando 2.16 la densidad de flujo minima detectable correspondiente seria
entonces K
2

donde, recordemos, en el drea efectiva interviene el factor de eficiencia de la apertura.

2.5. Bancos de filtros

Si nos interesa hacer observaciones espectrales con capacidad para resolver lineas de emisién o absorcién, la
resolucion en frecuencia de los receptores que hemos comentado hasta ahora suele ser claramente insuficiente

puesto que sélo permiten una medida de la potencia recibida dentro de un ancho de banda Av. Una solucién a
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Figura 2.8: Esquema de un banco de filtros de anchura individual Av cubriendo un ancho de banda total B
mucho mayor para observacion espectral.

este problema, ilustrada en la Fig. 2.8, son los receptores agrupados en bancos de filtros. Cada uno de ellos es
sensible dentro de un ancho de banda estrecho y ligeramente distinto que muestre todo el ancho de banda B de
la frecuencia intermedia que resulta del mezclado de la senal con el oscilador local. A partir de la respuesta de

cada uno de los N receptores, se puede reconstruir el espectro de la senal observada.

En el banco de filtros, la etapa inicial (front end) es comin a todos los receptores individuales. La etapa de
filtros y receptores individuales en si (back end) debe cambiarse si se desea modificar la resolucién espectral. Un
banco de filtros tipico podria tener por ejemplo 256 canales de 100 kHz de ancho de banda cada uno (B = 25,6
MHz).

Los inconvenientes del banco de filtros son que cada receptor puede tener una ganancia ligeramente distinta
cuyas diferencias deben calibrarse adecuadamente. Tampoco es posible cambiar la resolucion espectral a menos

que se cambie todo el back end como ya se ha mencionado.

2.6. Receptores espectrales de autocorrelacion

Para solventar algunos de los problemas anteriores, es muy frecuente construir receptores espectral basados
en el principio de autocorrelacién pues son mucho més flexibles que los bancos de filtros. En vez de estos, el

componente principal del sistema es un autocorrelador como se ilustra en la Fig. 2.9. La idea basica aqui es
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Figura 2.9: Esquema de un receptor espectral de autocorrelacién. La frecuencia intermedia se suele bajar lo mas
posible de modo que el ancho de banda intermedio cubre desde cero hasta la frecuencia B.

que el espectro de la senal observada se puede obtener como la transformada de Fourier de su funcién de

autocorrelacién (teorema de Wiener-Kintchine).

El front end es el mismo que el de un banco de filtros. Sin embargo, ahora la senal se baja a la llamada banda
video (o base band en inglés) que va de 0 a una frecuencia maxima B. La frecuencia intermedia de la senal es, por
tanto, de B/2. Para no perder informacién, esta senal cada At < 1/(2B) de acuerdo con el ritmo de Nyquist.
Para estimar luego la funcién de autocorrelacion R(7), la senal se someta a distintos retrasos y productos,
promedidndose estos con una cierta constante de tiempo. Las distintas estimaciones de R(7) son posteriormente
recogidas en un dispositivo electrénico llamado multiplexor que las prepara para su transformada de Fourier

que nos dard el espectro S(v).

Si los retrasos progresivos de la senal son de At, de acuerdo también con la frecuencia de Nyquist podremos
conocer el espectro hasta una frecuencia maxima de viax = 1/(2At). Si hay N retrasos, nuestra resolucién
espectral serd de Av = 1/2NAt. La limitacién del ancho de banda méximo permitido o de la resolucién

espectral deseada viene impuesto ahora por la capacidad de procesamiento del autocorrelador.

Otro problema de los receptores espectrales es que nuestro conocimiento de la funcién de autorcorrelacién no
es completo, sino hasta un retraso méaximo N At. Por tanto, es como si conociéramos la funcién de autocorrelacion

real multiplicada por una funcién rectangulo que se anula a partir de ese retraso maximo. La transformada de
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ese producto nos dard el espectro deseado pero convolucionado con la transformada de Fourier de la funcién
rectdngulo, que es una funcién sinc y tiene unos fuertes 16bulos secundarios. Este hecho limita bastante la
resolucién espectral pero hay técnicas que permiten mitigar un poco el problema (Hanning smoothing). En la

bibliografia adjunta a estos apuntes se pueden consultar mas detalles acerca de este tema.



Capitulo 3

Interferometria

3.1. Sistemas de coordenadas

Un interferémetro se obtendrda combinando las senales de dos o més antenas que observan una misma
radiofuente en el cielo. Conviene, antes de entrar en materia, ver algunos de los sistemas de coordenadas que
se emplean en la formulacién de las ecuaciones basicas de la interferometria y que se representan en la Fig.
3.1. Muchos de los angulos o coordenadas manejados se miden en relacién con la direccién de observacién del
interferémetro, dada por el vector unitario sg y que nos da la visual a la radiofuente. Con frecuencia, ésta
sera la llamada direccién del centro de fase por razones que veremos mas adelante. También intervendra el
vector de posiciéon de una antena respecto de otra, que serd la llamada linea de base o vector B. Su médulo
es la distancia D que separa las dos antenas. La proyeccién de este vector sobre el plano perpendicular a la
direccion del vector sg también jugard un papel muy importante. Sobre este plano se define el sistema de ejes
cartesianos uvw para expresar las componentes de esta proyeccién (ver de nuevo Fig. 3.1). El producto escalar
Bsg = D cos® es la proyeccion de la linea de base sobre la direccion a la radiofuente. El tiempo que emplea la
luz en recorrer esta distancia 7, = Bsg/c = (D cos)/c, donde c representa la velocidad de la luz en el vacio,
es el retraso geométrico entre la llegada de la radiacién a una y otra antena para la direccion del centro de fase.
Este retraso debera tenerse en cuenta cuando las antenas no sean coplanarias sobre el plano perpendicular a sg,

lo cual serd la situacién habitual. El producto c7, coincide con la tercera componente w del vector B.

Veamos ahora mas detalles sobre los sistemas de coordenadas a manejar. Para visualizarlos con més claridad,
recurramos a la Fig. 3.2. En esta figura, se presentan dos sistemas de coordenadas cartesianos. El sistema de
ejes uvw se empleard para describir las proyecciones de las distintas lineas de base disponibles. Los valores
numéricos de sus coordenadas se suelen medir en unidades de longitud de onda y se trata, por tanto, de

ntmeros adimensionales. En ocasiones resultard mas conveniente trabajar con distancias absolutas y para ello

37
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Figura 3.1: Ilustraciones de los conceptos basicos acerca de la disposicién relativa de las dos antenas de un
inteferémetro elemental y la radiofuente observada. En general, las antenas no seran coplanarias con el plano
perpendicular a la direccién a la radiofuente como se ha representado en la figura. Sobre este plano se introduce
el sistema de ejes cartesianos uvw que expresan las componentes del vector linea de base que une a las dos
antenas.
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basta con multiplicar por la longitud de onda A. El plano generado por los ejes uv es el mismo al que aludiamos
en el parrafo anterior como perpendicular a la direccién de la radiofuente. Habitualmente, u se toma en la

direccién de las ascensiones rectas crecientes y v en la direccién de las declinaciones crecientes.

En la misma Fig. 3.2, el sistema de ejes {n( estd orientado segiin la direccién de observacion a la radiofuente
de nuestro interés. Los valores de las coordenadas para cualquier punto de la esfera celeste, como por ejemplo el
punto P, representan geométricamente los cosenos directores de ese punto con respecto a los ejes uvw siempre
que supongamos la esfera celeste de radio unidad. Conviene tener clara esta idea para entender sin problema
varios de los resultados que iremos viendo. Las coordenadas en los ejes £n¢ son también, por tanto, cantidades

adimensionales.

Un elemento de angulo sélido de la radiofuente, centrado en el punto P de la esfera celeste y con coordenadas
(u,v,w), se proyectarfa sobre el plano uv con u = £, v = n y w = 0. Esta proyeccién corresponde al elemento
de superfie dédn, que define una columna de seccién cuadrada yendo desde (u, v, 0) paralelamente a los ejes w y
(. Esta columna forma un angulo # con la direccién a de estos ejes de modo tal que ¢ = cosf = m .
La dltima igualdad resulta de aplicar el teorema de Pitdgoras y considerar una esfera celeste de radio unidad.
La interseccién de la columna de seccién cuadrada con la esfera celeste da origen a un elemento de superfie
sobre la esfera cuya normal forma también un dngulo 6 con la columna. El drea de esta interseccion es por
tanto d€dn/ cos 6. Recordando de nuevo que la esfera celeste se toma de radio unidad, este elemento de drea
interseccion correspondera a un angulo solido elemental dado por:
d&dn

d) = ————.
1_§2_n2

(3.1)

3.2. Respuesta de un interferémetro

3.2.1. Interferémetros aditivos

El principio del interferémetro aditivo, en el que se suman las sefiales de dos antenas, se empled con éxito
en la radioastronomia de mediados del siglo XX. Tiene ademads un fuerte interés didactico que justifica que lo

veamos con un minimo detalle.

Como se ilustra en la Fig. 3.3, podemos suponer el interferémetros aditivo como una antena con dos partes
no contiguas que en la practica seran las dos antenas individuales en los extremos de la linea de base de longitud
D. Sea Ey(z,y) la amplitud del campo eléctrico con que se ’ilumina’ una antena individual. El campo de las

dos antenas puede escribirse mediante deltas de Dirac como:

E(z,y) = Eo(z,y) * [5 <x+%,0>+5<x—%,0>] (3.2)
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Figura 3.2: Ejes de coordenadas (u, v, w) y (§,m,¢) empleados en las ecuaciones de la interferometria. El tercer
eje de los dos sistemas cartesianos aqui representados se supone en direccién a la radiofuente observada por el
interferémetro situado en el centro de la esfera celeste.
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De acuerdo con la teoria de antenas que hemos visto, el campo de radiacién del interferémetro sera la transfor-

mada de Fourier de 3.2:

(3.3)

) , 2w D
ER({,??) _ ER,O(&,”]) eiQﬂ'D&/Q}\ +e—127‘rD§/2)\ _ 2ER,O(§,7]) cos l: 7;/\£:|

Recordemos aqui que las coordenadas (£, 7) son los cosenos directores de la visual a la radiofuente en el cielo
respecto del centro de fase del interferémetro. La Fig. 3.3 se ha representado de modo que esta direccién coincide
con el cenit del lugar. Elevando al cuadrado para obtener el diagrama de radiacién
27D
P(ga 77) = 4P0(€7 77) COSQ |:T€:| )

donde Py(&,7n) es el diagrama de radiacién de una antena individual (supuestas las dos iguales). Usando la

identidad trigonométrica del coseno al cuadrado del dngulo mitad, terminamos escribiendo:

=24

P&, 1) = 2Po(€.1) [1 " [ (3.4

El diagrama de radiacién resultante es el de una antena tinica modulado por las franjas del factor multiplicativo
uno més coseno del argumento 2w DE /. Este argumento se conoce también como la fase de las franjas. Teniendo
en cuenta que & es el coseno director del angulo ¥ entre la radiofuente y la linea de base, la fase de las franjas se
puede escribir también como 27D cos /. Esta fase se puede poner también como 277y, donde 7, = D cosy/c
no es otra cosa que el retraso en el tiempo de llegada de la radiacién a cada antena. Tendremos ocasién de

visualizar mejor este concepto en la siguiente seccidn,

La separacién A entre las franjas serd un angulo tal que este argumento se incremente en 27 radianes.
Incrementando tendremos (27D /\) sin Ay = 27, de donde:

B A
~ Dsiny’

Ay (3.5)

En la Fig. 3.4 podemos ver un ejemplo del diagrama de radiacién de un interferémetro aditivo, equivalente

a lo que se observaria cuando una fuente intensa transita frente al instrumento (¢ ~ 90°).
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Fuente

Figura 3.3: Disposicion de las dos antenas en un interferémetro aditivo con linea de base de longitud D. La
direccién de una radiofuente puntual forma un angulo 1 con la linea de base y tendremos que £ = cos .

D =100 m / N

0,8 — / \ |
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Figura 3.4: Aspecto del diagrama de radiacién de un interferémetro aditivo cortado segin la direccién paralela
a la linea de base. En este ejemplo se ha tomado una longitud de onda de 30 cm, una linea de base de 100
m y antenas individuales con haz gaussiano de anchura a potencia mitad 1.5 grados. La separacién At de las
franjas es del orden de 10 minutos de arco. La linea a trazos corresponde al haz de una antena individual.
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3.2.2. Interferometros multiplicativos

Para comprender el funcionamiento basico de un interferémetro multiplicativo, supongamos las dos antenas
de la Figura 3.5 que reciben radiacién electromagnética monocromatica de frecuencia v procedente de una fuente
puntual en una cierta direccién. Los voltajes inducidos en las terminales de cada antena en funcién del tiempo
t serdn proporcionales a la amplitud del campo eléctrico F de la onda plana recibida de la fuente puntual, esto
es, de la forma:

Uy < Ecos2mvt
Uz ox E cos2mv(t — 1)

donde 7, = D cos/A es el retraso geométrico al que aludiamos en la seccién anterior.

En este tipo de interferémetro, la senales de cada linea de base se multiplican y promedian en el tiempo.
Esta claro que el promedio del producto de una funcién por si misma con un cierto desplazamiento de la
variable independiente, 7, en nuestro caso, no es otra cosa que la funcién de autocorrelacién. Por este motivo,
a los interferémetros multiplicativos se les conoce también como interferémetros de correlaciéon. De hecho, nos

referiremos habitualmente al conjunto de multiplicador e integrador como el correlador.

Designemos por R(7,) a la funcién de autocorrelacién. Podemos escribirla como:
2 T
R(7g) ox - / cos 2t cos 2mv(t — T,4)dt.
0

Donde T es habitualmente mucho mayor que el perfodo de una oscilacién del campo (T > 1/v). No obstante,
para hacer el cdlculo tedrico supondremos que T es exactamente este periodo lo cual no cambia el sentido el

sentido fisico de la integral. Usando la identidad trigonométrica del coseno de la suma:

2 T
R(1y) oT / cos 2t [cos 2wt cos 2mu T, + sin 2wt sin 2wvT, ] dt
0

E2

R(7g) ox T

T T
COS 2Ty, / cos® 2mrvtdt + sin 2mvT, / cos 2mvt sin 27rvtdt] .
0 0

La primera integral proporciona una constante que se anadiria al factor de proporcionalidad. La segunda

integral es nula por tratarse de una funcién impar. La dependencia relevante del resultado es entonces:
Lo
R(1y) §E cos 2Ty,

Por otro lado, la amplitud de la respuesta del correlador aumentara linealmente con la potencia recibida por
las antenas que es proporcional a su superficie colectora. Suponiendo, para simplificar, que todas las antenas

iguales con el mismo diagrama de radiacién:

R(1y) o Ac Py, cos 2muTy,. (3.6)
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Figura 3.5: Disposicion de las dos antenas en un interferémetro multiplicativo con linea de base de longitud D.
La direccién de una radiofuente puntual forma un dngulo ¢ con la linea de base y aqui también tendriamos que

& = cos .
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D=100m
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Figura 3.6: Aspecto del diagrama de radiacién de un interferémetro multiplicativo cortado segin paralelamente
a la proyeccién de la linea de base sobre el plano perpendicular a la direccién de la radiofuente. En este ejemplo
se ha tomado también una longitud de onda de 30 cm, una linea de base de 100 m y antenas individuales con
haz gaussiano de anchura a potencia mitad 1.5 grados. La separacién At de las franjas es de nuevo del orden
de 10 minutos de arco. Las lineas a trazos corresponden a la atenuacién de la respuesta del correlador debido
al haz de las antenas individuales.

Vemos entonces que la salida del correlador varfa periodicamente con 74, el retraso geométrico de la linea de
base que une a las dos antenas. Este retraso ird cambiando debido a la rotacién de la Tierra y a la distinta
orientacion que la linea de base va adquiriendo en relacién con la radiofuente, cambiando por tanto los valores
de R(7g).

Dado que la respuesta expresada por la ecuacién 3.6 se ha obtenido para una fuente puntual, ésta es también
la forma del diagrama de radiacién del interferémetro de dos antenas. Recordando que 7, = D cos/c, podemos
pasar a visualizar mejor este diagrama de radiacién empleando los mismos parametros que se usaron en el caso

aditivo. El resultado se muestra en la Figura 3.6.

3.2.3. Caso de senal no monocromatica en el inteferémetro multiplicativo

Hasta ahora hemos considerado que la senal recibida era estrictamente monocromatica. En realidad, esto
no serd asi y nuestras antenas y receptores son sensibles dentro de un cierto ancho de banda en frecuencia Av,
que supondremos rectangular para simplificar, centrado en una cierta frecuencia . Por parte de cada intervalo
diferencial de frecuencia dv, su contribucién tras el paso de la senal por el correlador y el integrador sera de la

forma:

dR(1y) o Ac Py, cos 2muTydy
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y la salida resultante en el correlador se obtendra integrando las distintas contribuciones diferenciales para todo

el ancho de banda, esto es:

vo+Av/2
R(1y) / AP, cos2mvTydy.
vo—Av/2

Integrando,
vo+Av/2
R(1y) AePn/ cos 2Ty Tydy
vo—Av/2

. Av/2
sin 2mv, ] vo+av/

R(1y) x A P, [

27TT9 vo—Av/2

Empleando las formulas del seno de la suma para evaluar esta integral definida, se obtiene sin dificultad que:

sin mTAvty,

R(1y) x AP, [ ] cos 2Ty Ty. (3.7

TAVT,

Este resultado nos dice que el caracter no monocromatico de la radiacién altera la salida del correlador, expresada
antes por la la ecuacion 3.6, moduldndola con una funcién sinc. A fin de que las franjas del interferémetro tengan
su maxima amplitud, con la envolvente sinc cercana a la unidad, es necesario mantener Av < 1/74. En la Fig.

3.7 se muestran los efectos del ancho de banda no monocromatico en el diagrama de radiacién.

3.2.4. Respuesta de un interferémetro a una fuente extensa

Suponiendo garantizado que Av < 1/7, para evitar que disminuya la amplitud en la respuesta del correlador,
pasemos ahora a considerar el caso de una fuente extensa observada mediante un interferémetro de dos antenas.
Si la fuente que nos ocupa ya no es puntual, esta tendrd una cierta distribucién de intensidad especifica (&, )
que es la incognita del problema. Sus distintos elementos de dngulo sélido df) sobre la esfera celeste vendran

situados, en general, por un vector s tal que

S =8Sg + 0,

donde o es un vector de componentes [£,7,(], con |o] < 1 en general y practicamente tangente a la esfera
celeste. En la Fig. 3.8 se muestra la disposicién de estos vectores exagerando enormemente la escala para mas

claridad.

Cada elemento df) de la fuente contribuird a la respuesta del correlador en una cantidad infinitesimal dR
con la dependencia hallada en la ecuacién 3.7 y proporcionalmente a su densidad de flujo I(&, n)dQ2. Tomando
el factor sinc unidad y trabajando en lo sucesivo con la frecuencia central vy del ancho de banda, tendremos
que:

dR = P,(&,n)I(&,n) cos [2mroTy|dQ2.
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Figura 3.7: Diagrama de radiacién de un interferémetro multiplicativo (en lia negra) para distintos valores del
ancho de banda del receptor, Av = 100 MHz (arriba) y Av = 300 MHz (abajo). Los demds parametros se han
conservado igual a los casos anteriores. En azul se muestra en ambos paneles la modulacién en forma de funcién
sinc debida al caracter no monocromatico de la senal. En rojo se muestra la respuesta del correlador afectada

s6lo de la caida del haz primario de las antenas (linea a trazos).
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\l
<

Figura 3.8: Ejes de coordenadas (u, v, w) y (&, 7, () iguales a los de la Fig. 3.2 pero incluyendo los vectores s, sg
y 0. A una escala més realista, tendriamos que |o| < 1 y este vector seria cuasi tangente a la esfera celeste. La
radiofuente a observar se ha representando en color azul.
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Es importante aclarar que hemos cambiado el simbolo de proporcionalidad por una igualdad estricta, omitido
el drea eficaz, e introducido I(§,7) de forma explicita. Prescindir de constantes multiplicativas es perfectamente
licito si la amplitud instrumental de R se calibra en algiin momento observando una fuente de densidad de flujo

conocida (calibrador de amplitud).

Recordando que:
7 =Bs/c=B(sg +0)/c = (Bsg +Bo)/c,

con lo que el coseno presente en dR puede ponerse como el coseno de una suma

dR = P, (&,m)I(&,n) cos [2mvp(Bse + Bo) /c]dS

Desarrollando el coseno de la suma,
dR = P, (§,m)I(&,n) cos [2myBse/c| cos [2nvyBo /c]d

— P, (&,m)I(&,n)sin [2m9Bso/c] sin [2mvoBo/c]d

Integrado, la respuesta del correlador a la fuente extensa sera:

R = cos [M]/P & mI(&n)cos {27W2B0}dﬂ

— sin [M} /P (&,m)I(&,n)sin [27TV2BU]dQ. (3.8)

Llegados a este punto, es conveniente definir el concepto de Visibilidad. Se trata por ahora de una magnitud
compleja, es decir con amplitud y fase. Su significado fisico quedara claro en la siguiente seccién, cuando
descubrimeremos que estd asociada a la correlacion del campo eléctrico entre dos puntos del espacio. Por ahora,

introducimos la visibilidad de la siguiente manera:

V= Ve = /S Po (&) (&, m)e—2rroBo/eqq. (3.9)

Esta definicién, nos permite reconocer en los términos de la ecuacion 3.8 a la parte real y a la parte imaginaria

de V, esto es:

@} dqQ, (3.10)

Vicosov =+ [ Pulentten cos |
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9, (3.11)

V]singy = —/SPn(f,n)I(S,n) sin [M}

Con esta notacion, la respuesta del correlador de la ecuacién 3.8 queda escrita asi:

2myB 2B
R = cos (%SO) |V| cos ¢y + sin (%SO) |V| sin ¢y, (3.12)

y aplicando la férmula del coseno de la diferencia

2 B
R = [V]cos (7 _ ¢V). (3.13)

Este resultado nos dice que la salida del correlador contiene informacion sobre la amplitud y la fase de esta
magnitud compleja llamada visibilidad. Nos queda atin pendiente averiguar qué relacion tiene V' con la incégnita

de nuestro problema que no olvidemos es la distribucién de brillo de la fuente extensa I(£, 7).

3.3. La visibilidad como transformada de Fourier

La visibilidad que hemos introducido en 3.9 se asemeja a la expresiéon habitual de una transformada de
Fourier de la distribucién de brillo de la fuente que nos interesa. Sin embargo, no tenemos ninguna garantia atin
de que sea tal cosa ni de que pueda gozar de las propiedades bien conocidas de esta transformacién. Para ver
bajo qué condiciones podemos considerar a V' como una transformada de Fourier de I(£,7), debemos estudiar
un poco més a fondo la definicién de V. Partiendo de 3.9, escribiremos de forma explicita el producto escalar Bo
que aparece en el exponente complejo. Para ello, es conveniente que tengamos claras cudles son las componentes

en sus respectivos ejes de todos los vectores que intervienen. Estas son:

B = X\o(u,v,w),

donde estamos considerando que uvw se expresan en unidades de la longitud de onda central del ancho de

banda del receptor \g = ¢/1g. En cuanto al vector o,

U:(fa"%é—):(gvnv V 1_52_"72_1)‘
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La dltima igualdad se puede entender usando el teorema de Pitdgoras sobre la Fig. 3.8, puesto que o es un
vector cuyo extremo se halla sobre la esfera celeste y debe tener tercera componente negativa. Por lo tanto, el

producto escalar que tenemos valdra:

Bo =X\ [u§+un+w(\/l—§2—n2—1)}.

Con ello, y empleando la expresién del elemento de dngulo sélido segin 3.1, podemos rescribir la visibilidad

de 3.9 con mas detalle como:

—i27 |u€+vn+tw(y/1—£2—n2— dgd
V(u,v,w) = /SPH<£7n>I(§7n>e prisermn /ey Dwﬁ%nf 1

Obviamente en este resultado ha habido una cancelacién del factor A\g = ¢/v del exponente.

A continuacién es necesario permitirnos algunas aproximaciones para hacer uso de 3.14 en la practica.
En primer lugar, el integrando se considerard cero para 2 +n? > 1 a fin de evitar problemas con la raiz
cuadrada. Esto no debe plantear demasiado inconveniente pues las fuentes reales suelen ocupar una region
no muy grande del plano £n. Teniendo en cuenta ademds que el haz primario de las antenas P, (&, 7n) suele
decrecer exponencialmente para dngulos mucho mayores que fgppw, a lo sumo de pocos grados habitualmente,
extenderemos los intervalos de integracién a +oo sin cometer error apreciable. Con todo ello, podemos reescribir

3.14 como:

Viww) = [ [ Remieme eI gy

—oo J—oo /1—€2 — 2
Lo cual sigue sin ser una transformada de Fourier salvo que tuviéramos lineas de base todas ellas coplanarias
con w = 0. El caso més sencilla para el que podemos considerar 3.15 como una transformada de Fourier es
la llamada aproximaciéon de campo pequeno, que suele ser apropiada en buena parte de las observaciones
radiointerferométricas. Si el campo a cartografiar cumple que £, son ambos mucho menores que la unidad
en todos sus puntos, el término de la raiz cuadrada deviene entonces despreciable debido a la pequenez de los

términos cuadratricos frente a los lineales. En efecto,
1
w {\/1—52—7]2 - 1] ~ 511)({24—7]2) ~ 0.

Tgualmente, la raiz cuadrada del denominador de df) es practicamente la unidad. En estas condiciones, para
|€2 +n?| < 1, la dependencia de la visibilidad en la coordenada w desaparece felizmente y podemos escribir por
fin:

V(u,v) = /+OO /+OO Po(&m)I(€,m)e”2rermacdn. (3.16)
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Esta si es una relacién de auténtica transformada de Fourier entre la distribucién de brillo, por desgracia multi-
plicada por el haz primario pero esto no resultara demasiado grave, y la funcién de visibilidad. La transformacion

inversa, segtin Fourier, vendria dada por:

+oo +oo .
P (&,n)I(&,n) = / V (u, v)e T2t gy dy, (3.17)

oo

En rigor la condicién para que 3.16 sea valido es que |tw(£2 +n?)| < 1y no sélo que |2 + n?| < 1. Para una
cierta linea de base, el valor médximo de w es la distancia D entre antenas que se da cuando la fuente se halla
cerca del horizonte en la direccién de B. La resolucién agular del interferémetro, cuyo haz sintetizado tendra un
cierto Ogppw ', es entonces Ogppw =~ A/D =~ 1/Wnax. L1ego wmax =~ 1/0mppw. Sea ahora O el tamaiio del
campo que podemos cartografiar, alejdindonos /2 del centro de fase. El error maximo en fase debido a la
dependencia en w se puede expresar como:
2
meax(f2 + 772) = Wﬁw;ﬁw < 11—07

que hemos impuesto debe ser menor que una décima de radian.

El méximo campo cartografiable se puede poner entonces como:

20
Op < HPBW 7
5%

que aproximadamente nos da:

1
Or < -\ Ouppw- (3.18)

3
Por ejemplo, con un interferémetro que sintentizara un haz con g ppw = 1” = 1/206265 rad, el campo maximo

serfa de 0 < 1/34/206265 rad equivalente a 2'5. No obstante, es factible trabajar con campos mayores pero a

costa de algoritmos de inversiéon mas complejos que una simple transformada de Fourier.

3.4. Lineas de base y exploraciéon del plano uv

Vemos en 3.16 que la relacién de transformada de Fourier de la visibilidad involucra de un lado el plano
imagen, con coordenadas (§,7), y de otro lado el plano de coordenadas (u,v) conjugado del anterior. A medida
que la Tierra rota en el espacio, las componentes del vector linea de base iran cambiando y el interferémetro
ird explorando distintos valores de la transformada de Fourier de la distribucién de brillo sobre el plano uv. Esta
exploracién serd mejor si tenemos mas de dos antenas como estamos suponiendo hasta ahora. Dadas N antenas,
el nimero de lineas de base independientes es N(N — 1)/2. Una vez obtenida toda la informacién posible sobre
el plano wwv, esto es todos los valores de la funcién de visibilidad V (u,v) explorados durante la duracién de la
observacion, debemos agruparlos y tratar de invertir la transformada tal como se expresa en 3.17. Este proceso

en la practica lo comentaremos méas adelante.

LA no confundir con el ancho a potencia mitad del haz primario de las antenas.
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Polo celeste
5=+90
Movimiento

<1~ diurno

H=0h 5=0

Figura 3.9: Figura del interferémetro en el contexto de la esfera celeste. Los ejes XY Z en azul estdn muy
relacionados con las coordenadas horarias propias del observador, supuesto situado en una de las antenas. Su
eleccién se detalla en el texto. Se indican en rojo la direccién del vector linea de base hacia la otra antena,
especificada por su declinaciéon dp y su angulo horario Hg. En verde se indica la direccién a la radiofuente de
declinacion ég y angulo horario Hy, asi como los ejes de coordenadas uvw.
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Para ver sobre qué lugares del plano uv, o de Fourier, conoceremos la visibilidad, hemos de estudiar la
trayectoria sobre el mismo de la proyeccién del vector linea de base B. Para ello nos serviremos de la figura 3.9
y supondremos conocidos los fundamentos bésicos de la astronomia de posicién o esférica. Sobre esta figura,
tomamos un sistema cartesiano de ejes XY Z con orientacion directa. El eje X se elige en la direcciéon de angulo
horario H = 0 y declinacién § = 0, el eje Y dirigido a H = —6" y § = 0 (direccién Este del observador) y el eje
Z segun ele eje del mundo § = 4+90°. En estos ejes, las componentes de B (que se deducirfan a partir de Hp y

0p) son:
Bx
B=| By |, (3.19)
By

mientras que en los ejes en verde son simplemente B = A\(u,v,w). La relacién entre ambas expresiones viene

dado simplemente mediante la siguiente matriz de rotacion.

u BX
A v = Rl (900 — 50)R3(900 — Ho) By
w Bz

Expresandolo en componentes y poniendo D como la distancia entre las dos antenas de la linea de base

considerada:
U 1 0 0 sinHy cosHy O +Dcosdpcos Hp
A w = 0 sindg cosdy —cosHy sinHg O —Dcosdpsin Hg
w 0 —cosdg sindy 0 0 1 +Dsindp

El signo menos en la segunda componente de la linea de base se debe a que el angulo horario de la misma

se mide en sentido retrégrado, contrario al sentido natural de los ejs XY Z. Operando,

U sin Hy cos Hy 0 +cosdgcos Hp
A ow =D | —sindgcosHy sindg sin Hy  cos dg —cosdpsin Hp
w cosdgcos Hy —cosdgsin Hy sindg +sindp

Terminando de multiplicar la matriz,

U D cosdp cos Hp sin Hy — cos 0 g sin Hp cos Hy
v = — | —cosdpcosHpgsindgcos Hy — cosdp sin Hp sin dg sin Hy + sin d g cos g
cos 0 cos Hp cos dg cos Hy + cos d g sin Hp cos dq sin Hy + sin d g sin dg

Expresado en componentes:
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VA

V(u,v)
b

<

Y

/‘ﬂ—u,—v) = V*(u,v)

Figura 3.10: Exploracién del plano uv por una linea de base entre dos antenas a lo largo de trayectorias elipticas

U= %coségsin(Ho — Hp)

(3.20)
D . :
V= [sindp cos dg — cos dp sin g cos (Ho — Hp)] (3.21)
D . .
W= [sin 0 sin dg + cos dp cos §g cos (Hy — Hp)] (3.22)

y considerando sélo las componentes uv, es decir la proyecciéon de la linea de base, puede verse que sus
expresiones satisfacen:

St =1, (3.23)

Esta relacién corresponde a la ecuaciéon de una elipse siendo

D
a= Xcosdg,
D
b= XCOSég sin dg,

D
vy = 5N sin d g cos dy.
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En la Fig. 3.10 se muestra la exploracién del plano uv proporcionada por una linea de base entre dos antenas.
Nuestro conocimiento de la visibilidad se realiza sobre los puntos de una elipse cuya ecuacién viene dada por
3.23. En realidad las elipses son dos pues el conocimiento de la visibilidad V' (u, v) en un punto implica conocerlo
en el punto de coordenadas opuestas V(—u, —v) = V*(u,v) por la forma en que se ha definido la visibilidad en
3.9.

3.5. Frecuencia de las franjas

La componente w de la linea de base data por 3.22 representa la diferencia de camino de la radiaciéon hacia
cada antena. De hecho, tenemos también que el retraso geométrico es 7, = w/c. La fase relativa de las dos
senales cambia entonces en 27 radianes cada vez que w se incremententa en una longitud de onda. Por tanto,

la frecuencia de las oscilaciones en el correlador que combina las senales vendra dada por:

d dHy d D
d_zzlf} = d—tod—go = —wex cosdp cosdgsin (Hy — Hp),

donde w, es velocidad angular de rotaci’on de la Tierra (w. = 7,27 x 10~° radianes por segundo sidéreo).
Utilizando la ecuacién 3.20, la frecuencia de las franjas se puede escribir como:

dw
— = —WeU Cos dy. 3.24
dt e 0 ( )
Este resultado se aplica si no hay retrasos instrumentales anadidos al interferémetro como se comentard mas

adelante.

3.6. Teorema de Van Cittert-Zernike

Este teorema proporciona la respuesta de un interferémetro de dos antenas que observa una fuente con cierta
estructura en el cielo en términos de la funcién de coherencia espacial del campo electromagnético. Proporciona
una visién complementaria de la teoria del interferémetro que hemos visto hasta ahora y permite comprender
mejor el significado fisico de la visibilidad V' que aparecen en la ecuacién 3.13 que describe la salidad del

correlador del interferéometro.

Para su demostracion, nos basaremos en los sistemas de coordenadas ilustrados en la figura 3.11. Consider-
aremos que las dos antenas se encuentran en los puntos 1 y 2 del espacio, situados sobre un plano perpendicular
a la visual al astro. Las observaciones se realizan a una cierta frecuencia v y con un ancho de banda Av que por

ahora omitiremos para no recargar la notacién. Supondremos ademads validas las siguientes aproximaciones:
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1. Ignoraremos, para simplificar, la naturaleza vectorial del campo electromagnético y lo trataremos como un
escalar. Esto es equivalente a prescindir de las propiedades de polarizacién de la radiacién, esto es, nuestra
discusién se referird sélo a la componente del campo al que las antenas sean sensibles. Este tratamiento
no implica ninguna pérdida de generalidad del resultado. En efecto, la informacién sobre polarizacion se
puede recuperar en la practica observando a posteriori la fuente con las antenas configuradas de modo

que sean sensibles a una componente ortogonal a la anterior.

2. La fuente a observar estd tan lejana que su estructura tridimensional escapa a nuestra capacidad de
observacién. Sélo podemos preocuparnos de obtener la funcién que da su intensidad especifica como
funcién de la posicién en la esfera celeste I(X,Y). En esta funcién X e Y son coordenadas sobre el
plano tangente a la esfera celeste sobre el punto O. En ocasiones, también se suele expresar I(£,n) donde
¢E=X/Ryn=Y/R.

3. En cada elemento m de superficie de la fuente, consideraremos un cierto valor del campo eléctrico &,,(t)
como funcién del tiempo t. La intensidad especifica en ese elemento debe ser proporcional al promedio
temporal del médulo al cuadrado del campo eléctrico. Usando corchetes para indicar dicho promedio
podemos escribir I(X,Y) «x< &, (t)E,(t) >.

4. Supondremos ademds que la fuente emite de forma incoherente. Esto significa que, dados dos elementos

de superficie m y n, la radiaciéon de un elemento es estadisticamente independiente de la del otro.

5. Siel espacio entre la fuente y las antenas estd vacio, la propagacién del campo eléctrico desde el elemento

m a los puntos 1 y 2, donde tenemos las antenas, obedecerd a una ley del tipo:

Eot(t) = Em <t B RLm) exp [—i27v(t — Ry m/c)] ’ (3.25)
C Rl,m

Evs(t) = Em <t B R27m) exp [—i2mv(t — R27m/0)]’ (3.26)
C R2,m

donde Ri,, y Ra.m, son las distancias escalas del elemento m a los puntos 1 y 2, respectivamente.
Aqui hemos tenido en cuenta la propagacion de la luz a velocidad finita ¢ y que, de acuerdo con el
principio de Huygens, la amplitud del campo decae de modo inversamente proporcional a la distancia a

medida que la onda luminosa se propaga esféricamente en cada direccién.

6. En cada punto 1 y 2, el campo eléctrico total serd la integral del producido por todos los elementos de

superficie de la fuente:

Bu(®) = [ Bna0dS., (3.27)

Ba(t) = / Epn (t)dSm. (3.28)

Con estos preambulos, pasemos a considerar la coherencia espacial del campo electromagnético entre los

puntos 1 y 2. Este grado de coherencia lo podemos estimar mediante la funcién de correlacién Vi o definida
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Fuente

O - Y

Elemento—m

Figura 3.11: Figura para la demostracién del teorema de Van Cittert-Zernike que proporciona la respuesta
de un inteferémetro simple en términos de la funcién de correlacion del campo electromagnético entre dos puntos
1 y 2 del espacio situados en un plano normal a la visual.
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como el valor esperado de E;(t)F;(t), donde el asterisco indica aqui tomar el complejo conjugado. Escrito de

forma explicita:

1 +T
Vie =< E1(t)E5(t) >= T Eq(t)E5(t)dt, (3.29)
-T
con T tendiendo a infinito. En el cdlculo de esta integral, es claro que antes de promediar apareceran con-
tribuciones del tipo E,, 1(t)E}; 5(t). Al aplicar promedios en el tiempo, esta clase de términos dard contribucién
distinta de cero sélo si m = n puesto que los distintos elementos de superficie emiten de forma incoherente entre

si.

Cada elemto de superficie de la fuente contribuira a la funcién de correlacién Vi o del siguiente modo:
< BV E;(t) >m=< Ema1(t)Ep, 5(t) >=

ce. (t 3 Rl,m) e <t B Rg,m> N exp [—i27v(t — Ry m/c)| exp [+i2nv(t — Ry m/c)]

¢ c RimBRom
(RQ m Rl m) exp [+Z27TV(R1 m R2 m)/c]
Entes, (¢ - 2 = m = Sam)fd
< ( ) m < c ~ R17mR2,m

donde la variable ¢ de la exponencial compleja se ha cancelado gracias al complejo conjugado y el promedio
termporal se ha tomado ’adelantado’ en R,, 1/c. En este punto, haremos la suposicién de que (R1,m — Ra.m)/c <
1/Av, lo cual suele ser razonable en la mayor parte de casos en que la fuente se observa dentro del patrén
de franjas debido al ancho de banda del interferémetro (ver apartado 3.2.3). En estas condiciones podemos

despreciar este término dentro del paréntesis de promedio temporal y quedarnos con:

< By (DB (t) Sm=< En(HER (1) > ST Brm = Rom)/c]
Rl,mRQ,m

Recordado la definicién de intensidad especifica, podemos reescribir lo anterior y salvo una constante mul-

tiplicativa adecuada tenemos:

I(X,Y)exp [+i27v(R1,m — Ram)/ ]
Rl,mRQ,m

< E1(t)E5(t) >m=

Regresando a la Fig. 3.11, podemos escribir las distancias implicadas como:

(371 - Xm)Q + (yl - Ym)Q
R

(22 — Xm)? + (y2 — Yim)?
R

Rim =+ (v1—Xm)>+ (y1 — Yim)? + R2 = R\/1+

Rom =V (t2 — Xpn)2 + (y2 — Ym)2 + R2 = R\/1+
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Desarrollando en serie de Taylor suponiendo que las dimensiones de la fuente son mucho menores que su
distancia (X/R < 1, Y/R < 1):

1
Rim=~R+ Y7 (21— Xim)? + (y1 — Yin)?]

1
R27m ~ R + ﬁ [((Eg - Xm)2 + (y? - Ym)g]

Con ello, la diferencia de distancias es:

1 1
Rim = Rom = 5 (21— Xm)® + (1 — Ym)?] — o (22 — Xm)? + (y2 — Yin)?] =
_ (23 + 1) — (23 + 3) i (@2 — 1) Xom + (Y2 — y1)Yime
2R R '

Este tipo de aproximacién que se usa también en la difracciéon de Fraunhofer. Finalmente podremos expresar
la funcién de correlacién Vj o integrando las contribuciones individuales de cada elemento de la fuente. Para
simplificar la notacién, definimos la cantidad auxiliar § = [(z3 + y?) — (23 + y3)]/2R. También expresaremos
el elemento de superficie como dS,, = dXdY = R%d¢dn y admitiremos que Rim ~ Roym ~ R que permite
cancelar los productos de distancias a 1 y 2 con el factor R? del dngulo sélido de m. Las diferencias entre las

coordenadas de los puntos 1 y 2 las expresaremos en términos de las componentes de la linea de base:

u=(r2 —m)v/e= (2 —21)/N;  v=(y2—y1)v/c= (Y2 — y1)/A

Con todo ello nos quedara:

Via = [ < BOBS(0) > a8, =20 [ [ 1igmemeseon dga, (3.30)

La cantidad ¢ es una variacién de fase causada por la diferencia de longitud del rayo luminoso a cada antena.
Este es un término pequeiio cuando la fuente se encuentra a una distancia mucho mayor que Ry = D? /), donde
Ry es la distancia del campo lejano del interferémetro. Para D = 10* km y una longitud de onda de 6 cm, la
distancia del campo lejano es del orden de 10* unidades astronémicas. Por tanto, salvo para objetos del Sistema

Solar § < 1 y podemos considerar este término como un simple factor unidad.

Llegamos por fin al resultado importante que constituye el teorema de Van Cittert-Zernike:
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+oo +oo
Via(u,v) = / / I(E, )T dedy. (3.31)

Los limites de integracién se han extendido a +co puesto que la intensidad de la fuente cae a cero no muy
lejos del origen O salvo contadas excepciones. Este teorema nos dice que la funcién de correlacién, conocidad
también como visibilidad, del campo eléctrico entre dos puntos del plano del interferémetro esté relacionada
a través de una transformada de Fourier con la distribucién de intensidad especifica de la fuente. A pesar de
las muchas aproximaciones admitidas en su deduccién, este resultado suele ser util y valido en la mayoria de

situaciones.

3.7. Control del retraso geométrico y conversion de frecuencia

A fin de extraer informacién sobre amplitud y fase de la respuesta del correlador, hemos de eliminar, o
compensar de alguna manera, el término debido al retraso temporal que tenemos claramente presente por
ejemplo en 3.13. Esto es equivalente a tener informacién sobre la correlacion del campo eléctrico en los puntos
de un plano perpendicular a direccién de la radifuente, que es exactamente la situacion que hemos considerado

a la hora de demostrar el teorema de Van Cittert-Zernike.

Todas estas operaciones, que veremos en breve, no se efectiian sobre la senal a la frecuencia de observacién
v en el cielo sino que ésta se transforma habitualmente a la llamada frecuencia intermedia vip, donde IF
es acrénimo de intermediate frequency. Esta frecuencia intermedia es considerablemente mas baja que la de
observacién por lo que la tecnologia de manipulacién y correlacién de la senal que se requiere es mucho mas
factible y sencilla que si no se hiciera la conversién. Por supuesto, esta conversion debe lograrse sin modificar
las propiedades de la fase de la senal. Obviamente, el receptor habitualmente empleado para ello no serd un

simple instrumento de potencia total sino por lo menos un receptor de los llamados superheterodinos.

;Cémo se efectia la conversiéon de frecuencia? Esto se consigue gracias a un oscilador local muy estable,
componente bésico de un receptor superheterodino, que genera una senal sinusoidal a la frecuencia vy, donde
LO es el acronimo de local oscilator. El oscilador puede ser inico para todo el interferémetro o individual para
cada antena en el caso de interferémetros no conectados. El proceso se ilustra esqueméticamente en la Fig. 3.12.
La senal procedente de la antena con frecuencia v, dentro del intervalo [vg — Av/2, vy + Av/2] considerando el
ancho de banda del receptor, se multiplica por la senal del oscilador. El dispositivo que realiza este proceso recibe
el nombre de mezclador. Para ver que la sefial producto tiene una frecuencia méas baja, basta considerar una
componente de Fourier del voltaje inducido por la sefial celeste original en una antena, del tipo cos [2nvt + ¢,

multiplicado por la sefial del oscilador, del tipo cos [2rvort + ¢Lo].
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Q Fuente

Fuente

Antena 2

Vio + V. USB

V. —V _ LSB
LO IF Controlador
- de fase ——>
Amplificador Oscilador local Amplificador
Vio
IF
Compensador
de retraso
T
Multiplicador
VIF VIF

Integrador
Y

V(u,v)

Figura 3.12: Esquema de un interferémetro multiplicativo ilustrando las etapas de conversién de frecuencia antes
de entrar las senales al correlador.
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Respuesta

VLO + VIF

AV
| 1 | Frecuencia
Vi L

Figura 3.13: Esquema para la conversion de la frecuencia observada en el cielo v dentro de las bandas laterales
superior (USB) e inferior (LSB) a la frecuencia intermedia vir, méds baja, antes de entrar la senal al correlador.

Usando férmulas trigonométricas, el producto de las dos senales se descompone en una suma del tipo:

cos [2rvt + @] cos [2mvoLt + doL] = % (cos [2m(v + voL)t + & + ¢ro| + cos 27 (v — voL)t + & — ¢Lo]) . (3.32)

El resultado del producto contiene términos a la frecuencia suma v+ vy,0 y a la frecuencia diferencia v —v1,o.
El primero de ellos, de frecuencia mas elevada que la senal celeste, puede eliminarse mediante filtros apropiados.
El que si nos interesa dejar pasar como frecuencia intermedia es sélo el segundo término que al contener una
diferencia nos permite trabajar con la senal a una frecuencia mucho mas baja que la senal celeste, por supuesto
con una sintonizacién apropiada del oscilador local. Recordemos aqui que vp,o es un valor fijo y que v puede
tomar valores dentro del ancho de banda Av del receptor centrado en vy. Dado que el coseno es una funcién
par, da igual que la diferencia de frecuencias sea positiva o negativa para ser admitida la senal por el filtro,

v — o = tur. Con ello, estaremos bajando a la vez la frecuencia de dos anchos de banda Av en el cielo:
vV =VL0 + VIF. (333)

La disposicion relativa de estos dos anchos de banda se ilustra en la Fig. 3.13. Reciben el nombre de:
e Banda lateral superior (Upper side band o USB): v = v,0 + vip.

e Banda lateral inferior (Lower side band o LSB): v = v, — vip.
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3.8. Rotacion de las franjas

La fase del oscilador local, ¢1,0, es en principio controlable por construccién del dispositivo que suele ser
un méser de hidrégeno. De hecho, por ¢r,0 nos vamos a referir mas concretamente a la diferencia de fase que
pueda presentar la senal del oscilador cuando llega al mezclador de cada antena. Consideremos ahora un sistema

habitual en el que solamente se utiliza la senal procedente de una banda lateral.

Para el caso USB, en relacion con la Fig. 3.12, los cambios de fase ¢1 y ¢ impuestos a la senal que llega a

cada antena 1 y 2 antes de llegar al correlador son:

¢1 = 2TVIRT; + PLO,

P2 = 27TVTg = 27T(VLO + I/IF)Tg.

Consideremos un intervalo dv en frecuencia y recordemos de nuevo el caracter no monocromatico de nuestro
problema. Para una fuente extensa, la contribucion elemental a la respuesta del correlador es tal que debe

recoger la dependencia de 3.13:

dR = |V|cos (2mvTy — ¢y )dv

El término 2mv7,, que representa la diferencia de fase entra las dos senales, se debe remplazar ahora por su

equivalente

2 — ¢1 = 2TVLOTy + 2TURETy — 2TVIFT; — PLO =

27TI/Lng + 27TI/1F(Tg — 7'1') — ¢LO

una vez hemos bajado hasta la frecuencia intermendia. Sutituyendolo en dR y remplazando dv por dvip, nos

quedaré:

dR = |V| CcoS [27T1/L07'g + 2R AT — oLo — qf)v]dl/IF,

donde AT = 74 — 7; es el error en la compensacion instrumental del retraso geométrico. Integrando ahora

para todo el ancho de banda Av centrado en vip, siendo vir la variable de integracion:
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l/[FO-‘rAV/Q
R=1V] cos 2mv,0Tg + 2R AT — ¢ro — dv]dy
VIFO—AV/Q

RV [sin (2mvL07y + 2TUEAT — gLo — dy) T TAY/2 _
2w AT -

Empleando también aqui la férmula del seno de la suma, se evalda en:

sin [TAvAT]

Russ =[V|Av [rAvAT]

CcOS [27T(1/Lo7'g + ViR, AT) — ¢Lo — ¢V] (3.34)

Donde se ha recordado en el subindice que esta expresién es vélida para la recepcién en la USB. A diferencia
del resultado que se obtuvo en 3.7, vemos que ahora que en realidad las franjas del inteferémetro oscilaran al ir

cambiando 74 pero su frecuencia esta gobernada por v1,0 en vez de la frecuencia de observacién vy.

El caso LSB es andlogo, pero con algunos signos cambiados porque un cambio de fase en la senal a la

frecuencia de observacién se invierte al bajar a la frecuencia intermedia en el mezclador. Se partiria de:

¢1 = 2TVRT; — PLO,

(]52 = —27TVTg = —27T(VLO — VIF)Tg'

Siguiendo un proceso analogo, se llegaria a:

sin [TAvAT]

= |V|A
Rusp = [V|Av [rAvAT]

COS [27T(VLng — VIR, AT) - ¢LO - qf)v] (3.35)

Idealmente A71; = 0 y se puede mantener casi nulo este término con un buen modelo del retraso geométrico,
incluyendo las propiedades de la atmdsfera sobre las antenas pues el indice de refraccién del aire puede sufrir

variaciones por multiples causas. El retraso se implementa mediante un control por ordenador.

A continuacién, nada impide tampoco que se pueda cambiar la fase del oscilador local de modo que el
término 27 (v1,07y — ¢r0) se mantenga lo més constante posible a medida que 7, cambia. Este método, donde
habitualmente es el mismo ordenador quien controla 7; y ¢r,0, se conoce como fringe rotation o fringe stopping.
Bajo estas condiciones, la respuesta del correlador serda un voltaje que variard muy suavemente y sélo como

consecuencia de los cambios en la linea de base a medida que la Tierra rota.
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Tras parar las franjas, la amplitud y fase de la visibilidad que contiene la respuesta del correlador se extrae
llevando la sefial a un correlador como el que estamos considerando y luego a otro con un cambio de fase de /2.
De este modo se puede obtener la parte real e imaginaria de la visibilidad y por tanto su amplitud y fase. Por
supuesto, este proceso requiere previamente una serie de calibraciones instrumentales con una o varias fuentes
puntuales de posiciéon conocida que se discutiran en otra ocasién. Diremos sélo que la mayor parte de de esta

calibracién se puede factorizar en términos propios para cada antena individual.

3.9. Redes de antenas

Hoy en dia los inteferémetros constan de mucho mas que dos antenas y una sola linea de base. Por ejemplo, el
Very Large Array (VLA) en Nuevo México (EEUU) dispone de 27 antenas con una distribucién de Y para lograr
un recubrimiento éptimo del plano uv. El Giant Metre Wave Radio Telescope (GMRT) en Punte (India) dispone
de 30 antenas con una distribucién parecida. Todos estos son ejemplo de lo que se llaman interferémetros
conectados, donde el flujo de la senal puede transmitirse al correlador mediante dispositivos fisicos como cables,
fibra 6ptica, guias de ondas o enlaces de microondas. La ventaja de estos interferémetros es que todas las antenas
pueden compartir la misma senal del oscilador local para la etapa heterodina de descenso a frecuencia intermedia
y correlacion de los voltajes suministrados por cada antena. La longitud méxima de una linea de base de un
interferémetro conectado estd, con la tecnologia actual, en unos 100 km. A longitudes de onda centimétricas,
esto limita la resolucién angular de un interferémetro conectado a unas pocas centésimas de segundo de arco

como mucho.

Si se desean resoluciones angulares mayores no hay més remedio que aumentar la separacién entre antenas
y que éstas dejen de estar fisicamente conectadas entre si. La senal recogida por ellas debe grabarse con un
c6digo de tiempo de alta precisién en cintas magnéticas o discos duros de gran capacidad. Posteriormente, las
cintas o discos se llevan a un correlador que reproduce las senales y obtiene su correlacién habitualmente con
bastantes dias, semanas o meses después de la fecha de observacion. El hecho de que las antenas se hallen
aisladas durante la observacion implica que el oscilador local de cada una es distinto e independiente, lo cual
complica enormemente el proceso de correlacién. Esta técnica de observacion se conoce como Very Long Baseline

Interferometry o VLBI. Las etapas del proceso se esquematizan en la Fig. 3.14.

Los problemas practicos del VLBI radican sobretodo en que la ¢10 de 3.34 y 3.35 ya no es tnica y los
osciladores locales de cada antena tendran una cierta diferencia de fase entre si que impide correlar perfectamente
sus respectivas sennales. El cédigo de tiempo generado por los osciladores puede presentar los problemas tipicos
del estado y marcha de un reloj distintos de cero. Por otro lado, garantizar que A7; sea cuasi nulo ya no es
tan facil cuando las antenas se hallan separadas por miles de kilémetros en lineas de base intercontinentales.
Por adecuado que sea el modelo geométrico para calcular el retraso de la radiacién, el indice de refraccion

variable en las alta atmdsfera terrestre introduce una incertidumbre considerable comparado con las propiedades
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Figura 3.14: Diagrama bésico de una linea de base en un sistema de VLBI. Existen dos etapas diferenciadas.
La superior corresponde en primer lugar a la observacion y registro de las senales recibidas por cada antena. La
inferior representa la reproduccién de las sefiales a posteriori para su correlacion y obtencion de las visibilidades.
El proceso de transporte de los registros en cinta o disco duro se sustituird (en el futuro) por su transmisién a
traves de lineas de internet de muy alta velocidad.
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atmosféricas locales que intervienen en el caso de un interferémetro conectado. Otro problema importante es la
escasez de radiofuentes puntuales a escalas de milisegundos de arco y a pocos grados de la radiofuente problema
que puedan servir de calibradores de fase. En un interferémetro conectado se puede observar cada pocos minutos
un calibrador compacto dentro su resolucién angular y, de este modo, corregir las desviaciones instrumentales
de la fase. Para ello basta con imponer factores complejos asociados a cada antena de modo que la fase de un
calibrador puntual cercano angularmente sea siempre nula. En VLBI esto no es siempre posible y el tiempo
de coherencia viene dictado por la estabilidad de los standards de tiempo (osciladores locales) que permiten

integrar coherentemente durante no més de ~ 103 s con la tecnologia actual (méseres de hidrégeno).

Afortunadamente, la técnica de VLBI permite superar todos estos problemas calculando la correlacion entre
senales dentro de un rango de retrasos mayor que cualquier incertidumbre que pueda existir. Los datos obtenidos
del correlador se pueden considerar como una matriz de visibilidades instrumentales en funcién del tiempo y
del retraso. Habitualmente el eje temporal se transforma a un eje de frecuencia de las franjas (fringe frequency)
o frecuencia residual de la franjas (residual fringe frequency). Este tltimo concepto es la diferencia entre la
variacion esperada de la frecuencia de las franjas (3.24) y la variacién real. El problema radica entonces en
encontrar para qué retraso y qué frecuencia residual de las franjas es maxima la amplitud de la senal correlada.
Localizado y ajustando el maximo en este espacio de dos dimensiones se pueden eliminar las fuentes de error

citadas en el parrafo anterior.

Este proceso se conoce como fringe fitting y es tipico de una observacion VLBI. No todas las fuentes de interés
son lo bastante intensas como para que la bisqueda de las franjas tenga éxito. Por ello, en toda observacién se
insertan algunos calibradores (fringe finders) lo bastante brillantes cémo para lograr una estimacién aproximada
de las correcciones instrumentales a aplicar a las fuentes problema. Una vez aplicadas estas correcciones, los
datos del inteferémetro VLBI pasan a ser como las visibilidades en bruto de un interferémetro conectado y

pueden promediarse.

3.10. Relaciones de cierre

Si bien la calibracién de la amplitud no presenta excesivo problema en VLBI, no es asi para la fase de la
visibilidad debido sobretodo a los errores del oscilador local de cada antena y a la atmdsfera. No obstante, se
puede recuperar una fracciéon importante de la informaciéon aportada por la fase a la hora de reconstruir un

mapa gracias a las llamadas relaciones de cierre para la fase y para la amplitud.

Supongamos dos antenas ¢ y j en los extremos de una linea de base y sean 6; y ; los errores de fase atribuibles
a sus respectivos osciladores locales y a la atmdsfera. La fase observada que se obtendria puede representarse

por:

Vij = ¢ij + 0; — 0,
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donde ¢;; es la fase auténtica de la distribucién de brillo en el cielo. Los términos de error son desconocidos,
pero nada impide que formemos la cantidad como fase de cierrre (closure phase) que involucra a tres antenas
ijk y definida como:

Uik = Yij + Vi + V. (3.36)

Puede demostrarse que esta cantidad es equivalente a la suma de las tres fases auténticas. Desarrollando:
Wik = @ij +0; —0; + i +0; — O + s + 0, — 05,
donde los términos asociados a cada antena se cancelan uno a uno. Por tanto, la fase de cierra es también:
Viik = ¢ij + Ojk + Ori- (3.37)

Existen diversos algoritmos que hacen uso de este tipo de relaciones para reconstruir mejor la distribucién de
brillo problema. Cuanto mayor es el nimero de antenas, més relaciones de cierre de fase se pueden plantear y

mejor constrenida sera la solucion.

También se pueden imponer relaciones de cierre sobre la amplitud de la visibilidad, pero exigen la intervencién

de cuatro antenas. La amplitud de cierre se puede definir mediante:

Vil Vial
Ajig == L2 3.38
==Vl (3.38)

pudiéndose demostrar que es también independiente de los efectos atmosféricos e instrumentales.

3.11. EIl VLBI en la practica

Actualmente existen diversos consorcios cientificos dedicados regularmente a realizar observaciones de VLBI.
Destacan sobre todo la European VLBI Network (EVN) en Europa y el Very Long Baseline Array (VLBA) en
EEUU. A estas redes de antenas se les han unido ocasionalmente otras en el espacio a bordo de satélites en
auténticos experimentos de VLBI espacial donde la longitud méxima de las lineas de base ya no estd limitada

por el didmetro de la Tierra.

Por otro lado, el nimero de fuentes utilizables como calibradores en VLBI estd también aumentando y es
cada vez mds frecuente que se pueda calibrar también la fase en VLBI (phase referencing) de modo semejante
a un inteferémetro conectado. De lo contrario, debe ser la propia radiofuente quien actie como calibrador en
un proceso iterativo conocido como autocalibracién, que puede auxiliarse también en las relaciones de cierre
para establecer su convergencia. Empezando con un modelo muy simple (por ej. una fuente puntual) se trata
de reproducir y ajustar el comportamiento temporal de la amplitud y fase de la visibilidad observada. Tras
varias iteraciones el modelo se va mejorando hasta lograr una reproduccién satisfactoria. Las componentes

introducidas en el proceso de ajuste son las que finalmente representan la distribucién de brillo de la radiofuente
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observada. El problema de la autocalibracién es que esta limitada a radiofuentes relativamente brillantes para

que su convergencia sea satisfactoria.

La dltima novedad en el campo del VLBI es el envio en tiempo real de la senales al correlador electrénicamente
por medio de internet de banda ancha (eVLBI). Llegara el dia en que la distincién entre interferometria conectada

y VLBI dejaré de tener el significado actual y ambas técnicas se confundiran en una sola.

3.12. Principios de la reduccion de datos

Cuando una red de antenas observa como inteferémetro una radiofuente en el cielo, las distintas lineas de
base van explorando el plano uv o de Fourier y obteniendo informacion sobre la amplitud y fase de la vissibilidad
V(u,v) en distintos puntos del plano. La calibracién de la amplitud suele hacerse observando calibradores de
densidad de flujo conocida (por ejempplo 3C286 y 3C48) o partir de la temperatura del sistema de cada antena
individual. La calibracién de la fase es més complicada y depende de si el interferémetro estd conectado (mediante
calibradores) o se trata de una observacién de VLBI (mediante autocalibracién o mediante calibradores si es en
modo phase referencing). El proceso se realiza mediante un software de andlisis como por ejemplo el paquete
AIPS del NRAO. Su resultado final es una tabla de factores complejos de ganancia g;(t) asociados a cada antena
y como funcién del tiempo. El producto de la visibilidad bruta por este factor es la visibilidad calibrada a partir

de la cual se puede tratar de reconstruir la distribucién de brillo en el cielo mediante transformadas de Fourier.
La limitacién fundamental de todo este proceso es que no es posible conocer completamente V (u,v) para

todo el plano uv. En general, podemos considerar que conocemos sélo la visibilidad observada Vops(u, v) definida

Ccomo:

Vobs(u,v) = V(u, v)W (u,v), (3.39)

donde W (u,v) es una funcién de muestreo o recubrimiento que vale 1 para puntos donde se ha medido la
visibilidad y cero para los puntos en que no se ha explorado. Designando por D(§,n) a la transformada de

Fourier de Vops(u, v), el producto de transformadas se convierte en producto de convolucién en el plano imagen:

D(&,m) = L,(&§,n) * P(&,n), (3.40)

donde D(&,n) es el llamado mapa sucio (dirty map) y P(£,n) el haz sintetizado del interferémetro. Este tltimo

es equivalente al concepto de funcién de distribucién de punto (point spread function o PSF) mds habitual en
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astronomia éptica. En interferometria se tiene la ventaja de que la PSF es calculable exactamente de modo
analitico como transformada de Fourier del recubrimiento del plano wv. Si el recubrimiento es bueno, P(&,n)

tendrd un Iébulo principal estrecho y 16bulos laterales de muy baja amplitud.

A partir de esto punto, obtener la distribucién de brillo en el cielo implica tener que deconvolucionar el
producto de 3.40. Existen diversos métodos o algoritmos empleados para ello y entre ellos destaca especialmente

el método de CLEAN por su simplicidad conceptual y eficacia en buena parte de casos practicos.

3.12.1. El algoritmo CLEAN

Se parte del mapa sucio y empieza buscando el maximo de emisiéon. Corresponderd a un cierto punto de
intensidad C; y coordeandas (&;,7;). Se supone que en ese punto hay una fuente puntual con esa misma densidad
de flujo C; y cuya contribucién se distribuye de acuerdo con la PSF sintetizada. Por tanto, al mapa sucio se le
resta la contribucion:

CiP(§—&,m—mi)
Para cada componente sustraida se guarda la informacién de su posicién y densidad de flujo. Cuando el primer
maximo ya no es tal, se busca el siguiente punto del mapa donde la intensidad sea ahora maxima y se repite
el proceso iterativamente. El mapa sucio se va limpiando progresivamente a cada iteraciéon que sustrae una
componente. Una vez sustraidas todas ellas, conocidas también como componentes limpias o clean components,
en el mapa sucio s6lo queda emisién a nivel de ruido residual. Habremos logrado entonces una descomposicién
del map sucio expresada por:

i=N

D(&n) =Y CiP(§ =& m—m)+ LM, n). (3.41)

i=1
El resultado final del algoritmo CLEAN son el conjunto de méximos o componentes limpias C;(&;, ;). Estas
componentes puntual se convolucionan después con el llamado haz limpio o clean beam Peiean(€,m), que suele
ser una Gaussiana eliptica ajustada por minimos cuadrados al 16bulo principal del haz sintetizado. El mapa

final que se obtiene resulta de la convolucién de las componentes limpias con el haz limpio, esto es:

i=N
Ielean (e ) = (Z Ci(&, m)) % Petean(§, ) + L5 (E, ). (3.42)
=1

La adicién del término residual de la limpieza conserva en el mapa las propiedades de ruido que fisicamente
son inherentes a toda observacion. La practica del algoritmo CLEAN suele requerir desde 100 a varios miles de
iteraciones dependiendo de la complejidad de la fuente a cartografiar. También es frecuente que las componentes
no se sustraigan de golpe sino multiplicando el valor del méaximo por un cierto factor de ganancia, del orden
de 0.1, de modo que la limpieza de componentes sea mas suave y progresiva. En el paquete AIPS, es la tarea
IMAGR la encargada de aplicar el algotimo CLEAN y dispone de varios pardmetros auxiliares que permiten

adaptar su aplicacién a cada caso pero la idea basica es la que se ha descrito aqui.
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