15. Geoestadistica

15.1 Introduccién

Muchas herramientas estadisticas son de gran utilidad para resolver una inmensa variedad de
problemas que se presentan en ciencias naturales, dando incluso respuestas cuantitativas a
problemas especificos. Desafortunadamente, los métodos estadisticos clasicos no hacen uso
de la informacidn espacial presente en los datos georreferenciados con los que habitualmente
trabajamos en geociencias.

La geoestadistica, a diferencia de la estadistica clasica, nos ofrece una forma de describir la
continuidad espacial de los datos, que es una caracteristica fundamental de innumerables
procesos naturales, proveyéndonos de métodos de adaptacion de las técnicas clasicas de
regresion para incluir en ellas la informacion disponible de la continuidad espacial. Esta
informacién es incorporada en los métodos de estimacién mediante alguna de las siguientes
funciones: covarianza, variograma o correlograma. Las definiciones tedricas de estas
funciones, para dos puntos de una funcién aleatoria genérica V (x) definida en una regién Q,
estan dadas respectivamente por las siguientes expresiones:

Cov (V(xl-), V(xj)) = E{(V(x) —EVx)N V(%) — E(V(x)})},
% (V(xl-), V(xj)) = %E {(V(xi) — V(xj))z},
, (V(xl-),V(xj ) _ Cov (V(xi),V(xj)) |
\/Var(V(xi))Var (V(xj))

La definicion tedrica de la varianza de V (x) esta dada por:

Var(V(x;)) = Cov(V(x),V(x) = E{(V(x)) = E{V(x)D? = 0y -

En rigor al variograma deberia Ilamarsele semivariograma, pero es habitual que muchos
autores lo llamen simplemente variograma.

En las ciencias de la Tierra es habitual trabajar con variables definidas en todos los puntos de
una determinada region, es decir, variables definidas en un dominio continuo Q. Sin embargo,
habitualmente sélo disponemos de observaciones de estas variables en algunos puntos
aislados de la region. Ejemplos de estos observables pueden ser el campo geomagnético, el
campo gravitatorio, el campo de tensiones, el campo de deformaciones elasticas, las
fracciones volumétricas de diferentes minerales, las concentraciones de distintos
contaminantes, la porosidad de determinada formacion, la saturacién de hidrocarburos, etc.

El problema que se nos plantea, es como estimar estas cantidades en aquellos puntos donde
no fueron observadas. Las variables con las que tratamos son variables deterministicas, y son
funcion de las coordenadas espaciales que definen su ubicacion, motivo por el cual lo

Analisis de Sefiales en Geofisica
15- Geoestadistica
Prof. Ricardo C. Rebollo.- Pag. 1/ 22



deseable seria proponer un modelo deterministico que nos permita predecir los valores en los
puntos no observados. Sin embargo, por lo general el proceso fisico por el cual se generaron
estas cantidades es sumamente complejo y no disponemos de la informacion, ni de los
conocimientos necesarios, para caracterizar un modelo deterministico apropiado.

Desafortunadamente existen muy pocas situaciones en nuestra disciplina cientifica en las que
el proceso fisico sea conocido con suficiente detalle como para permitirnos aplicar un método
deterministico de estimacién. La incertidumbre de lo que ocurre en los puntos no observados
es extremadamente elevada. Por esta razon se hace necesario un enfoque geoestadistico del
método de estimacion basado en modelos probabilisticos que reconozcan la existencia de
estas incertidumbres inevitables.

En un modelo probabilistico la variable deterministica en cuestion es considerada una
variable aleatoria V(x) y los datos disponibles v(x;) son considerados realizaciones
puntuales de un proceso aleatorio continuo. Observe que nuestra convencién es utilizar la
letra mayuscula para la variable aleatoria y la mindscula para sus realizaciones. En ningln
momento debemos perder de vista que este modelo estd en conflicto con la realidad. El
proceso fisico deterministico generador de nuestra variable, es extremadamente complicado y
nuestro entendimiento del mismo es tan pobre que dada su complejidad se nos presenta en
apariencia con un comportamiento aleatorio, pero esto no significa que el proceso sea
aleatorio, sdlo significa que somos ignorantes.

Desafortunadamente, nuestra ignorancia no es excusa para evitar la dificil tarea de estimar los
valores aparentemente aleatorios en los puntos no observados. Aunque nuestros datos no son
de hecho el resultado de un proceso aleatorio, esta conceptualizacion del problema resulta ser
de gran utilidad para darle una solucion a nuestro problema de estimacion de los valores de
v(x) en los puntos no observados. Aunque la palabra aleatorio tenga connotaciones de
impredecible, considerar a nuestros datos como la realizacion de un proceso aleatorio nos
permite lidiar con el problema de prediccién. Es mas, no sélo nos provee con un
procedimiento de estimacién, que en la préactica resulta muchas veces ser muy bueno, sino
que ademas nos permite contar con una estimacion de la confiabilidad del resultado obtenido.

15.2.1 Kriging ordinario:

El método de estimacion de kriging ordinario es el mejor estimador lineal no sesgado. Es
lineal porque el valor estimado es obtenido como un promedio pesado de los datos
disponibles. Es no sesgado porque la estimacion del error medio residual mg es cero. Es el
mejor, u éptimo en el sentido de los cuadrados minimos, porque minimiza la varianza o2 de
los errores de estimacion del modelo probabilistico. Esta Gltima es la caracteristica distintiva
de este método respecto de otros métodos de estimacién. Como por ejemplo el método de
suma de las observaciones, pesadas por las inversas normalizadas de las distancias, entre el
punto de estimacion y los puntos observados, elevadas a alguna potencia.

Los objetivos de kriging ordinario son sumamente ambiciosos y en un sentido préctico son
imposibles de alcanzar, ya que, como veremos seguidamente, tanto el error medio real m,
como su varianza o2 son cantidades desconocidas que no podemos calcular. Lo mejor que
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podemos hacer es proponer un modelo probabilistico de los datos que estamos analizando y
trabajar con el error medio residual my y la varianza oZ de los errores del modelo
probabilistico, para el cual estas cantidades si pueden ser calculadas, permitiéndonos elegir
los pesos necesarios para el célculo del estimador, que nos aseguren que el error medio
residual y la varianza de los errores del modelo probabilistico sean respectivamente cero y
minima.

N
Vixy) = Z Wi(x,) estimador lineal,
i=1
mg =0 estimador no sesgado,
02 minima estimador 6ptimo.

Es decir, utilizaremos como modelo de nuestros datos una funcion aleatoria definida en un
dominio continuo Q, que en cada uno de los infinitos puntos de esta region, definidos por el
vector posicion x, tendra asociada una variable aleatoria V (x). Los N datos observados seran
considerados como una realizacion v(x;) de la variable aleatoria V(x;) para i = 1, N. Esta
funcion aleatoria nos permitira expresar el error, su valor medio y su varianza, como
promedios estadisticos.

En cada punto x, de la region de trabajo donde no tenemos un valor observado v(x,),
estimaremos el valor desconocido mediante un promedio pesado de los datos disponibles.
Usaremos el acento circunflejo ~ (caret or hat) para indicar que es un valor estimado y no un
valor observado. Los pesos w; cambiaran de un punto de estimacion a otro, si bien no lo
indicaremos explicitamente tengamos presente que son funcién de x,.

Si definimos el error r(x;) de un determinado valor estimado en el punto x; como la
diferencia entre el valor estimado y el valor no observado en la misma ubicacion, tenemos:

r(x) = 9(x;) —v(x).

Entonces el valor medio del error de K estimadores estara dado por:

me= g 2r) = ) (065) = ().

Desafortunadamente, no podemos hacer demasiado con esta ecuacion ya que involucra
cantidades que no conocemos, como son los valores verdaderos v(x;),v(x,), ..., v(xg), €n
los puntos de estimacion.

La solucion probabilistica de este problema consiste en la conceptualizacion de los valores
desconocidos como realizaciones de un proceso aleatorio, y resolver el problema para el
modelo conceptual. Para los puntos en los cuales queremos estimar valores desconocidos,
nuestro modelo es una funcidn aleatoria estacionaria, que le asigna a cada punto de la region
una variable aleatoria V (x), de la cual la variable determistica v(x) que queremos estimar es
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una realizacion. Si el modelo probabilistico es estrictamente estacionario cada una de estas
variables aleatorias tendrd la misma distribucién de probabilidades. Si el modelo es
estacionario de segundo orden tendran el mismo valor medio y la misma varianza. Cuando
definimos la continuidad espacial mediante el variograma podemos hacer una hipoétesis
menos exigente diciendo que el modelo es intrinsecamente estacionario, pero no
profundizaremos en este tema. El valor esperado de la variable aleatoria estara dado por
E{V(x)} = m,. Todo par de variables aleatorias estacionarias tendrd una Unica funcién de
distribucion de probabilidades conjunta que dependera exclusivamente de la separacion entre
las dos variables y no de sus posiciones absolutas. La covarianza entre dos variables
aleatorias separadas por una distancia h, estard dada por C(h):

C(h) = Cov(V(x),V(x + h)) = E{[V(x) — E{VCOYV(x + h) — E{V(x + K)}]},
C(h) = E{[V(x) = my][V(x + h) —=my]} = E{V(x)V(x + h)} — m{ .

Cada valor de este modelo probabilistico es visto como una realizacién de una variable
aleatoria. Los mismos valores observados son considerados realizaciones de variables
aleatorias, como también lo son los valores exactos en los puntos no observados. Los valores
estimados en esos puntos también seran realizaciones de variables aleatorias, puesto que son
un promedio pesado de las variables aleatorias consideradas en los puntos observados:

o) =) v . (D

Anélogamente, el error de estimacion R(x,), definido como la diferencia entre la variable
aleatoria asociada al valor estimado y la variable aleatoria de la cual el valor real es una
realizacion, es también una variable aleatoria:

R(x,) = V(xo) —V(xp) .

Sustituyendo en esta Ultima ecuacion la ecuacion (1), podemos expresar R(x,) en funcién de
las N + 1 variables aleatorias involucradas en el problema planteado:

RGx) = D wiV () =V (xo),

me = E{R(x0)} = E {Z WiV (x) - vcxo>} = > WV} - BV (o))

Como asumimos que la funcién aleatoria V(x) es estacionaria, su esperanza matematica
E{V(x)} es la misma en todos los puntos de la regién, entonces podemaos escribir:

mg = E{R(x,)} = Z wE(V} — E(V} = E{V} (Z Wy — 1) .
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El valor de la esperanza matematica del error my en cualquier punto de la region es
habitualmente referido como el sesgo (bias) del valor estimado. Como queremos que nuestro
estimador sea no sesgado (unbiased), al igualar esta esperanza matematica a cero:

N
mg = E{R(xy)} = E{V} (Z Wy — 1) —0,

obtenemos:

iwi—1=o. (2)

i=1

Es decir que al imponer la condicién de que la suma de los pesos sea igual a 1, estamos
obteniendo un estimador no sesgado de nuestra variable.

15.2.2 El modelo probabilistico y la varianza del error:

No nos es posible resolver el problema original porque desconocemos los valores verdaderos
de los errores de estimacion r(x), precisamente porque desconocemos los valores verdaderos
v(x) en los puntos de estimacion. En consecuencia no nos es posible calcular su varianza o2.
Si conociéramos los valores verdaderos no habria problema que resolver.

Pero si es posible calcular la varianza o2 del error R(x,) de nuestro modelo probabilistico y
minimizarla igualando a cero sus derivadas parciales respecto de los pesos w;.

Obtengamos una expresion para la varianza del error del modelo probabilistico:

0% = Var{R(x)} = Var {(7(xo) = V(xo) )},

ot = E{[(700) = V) - B (o) — V)] | =
= Cov{V(xo), V(xo)} — Cov{l?'(xo), V(xo)} — Cov{V(xO), l7(x0)} + Cov{V(xy),V(xy)} =
= Cov{?(xo), I7(x0)} -2 Cov{?(xo), V(xo)} + Cov{V(xy),V(x0)},
of = Var{V(xy)} — 2 Cov{V(x,),V(x0)} + Var{V (x,)} . (3)
La varianza de una combinacion lineal de variables aleatorias esta dada por:
Var{V(xo)} = Var {Z WiV(xl-)} = Z z WinCov{V(xi), V(xj)} .
i=1 i=1 =1

Para simplificar la notacion no escribiremos méas el vector posicién x con su subindice entre
paréntesis sino solamente el subindice:
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N N N N
Var{VO} Var ZW‘ = ZZWLW Cov{Vl,V-} ZZWiijij.

=1 i=1j=1 i=1 j=1
Donde CU = C(h = |x] - xi|).

Como asumimos que nuestras variables aleatorias son estacionarias, entonces todas las
variables aleatorias tendran el mismo valor medio y la misma varianza:

Cov{V,,Vo} = Var{Vy} = Var(V;) = aZ.

Ademaés podemaos escribir:

N N N

Cov{Vy,Vy} = Cov zWiVi Vot =E ZiniVO —E ZW"Vi E{V,} =

i=1 i=1 i=1

N N N N
= D WEWVe} = Y wEVIEV) = ) wi Cov{V, Vol = ) wi Gy
i=1 i=i i=1 i=1

Combinando las expresiones obtenidas para cada uno de los tres términos de la expresion (3)
de o2 obtenemos la siguiente expresion para la varianza del error:

N N

i=1 j=1

Una vez elegidos los parametros de nuestra funcion aleatoria, especificamente la varianza o
y las covarianzas C;;, esta ecuacion nos provee de una expresion de la varianza del error en
funcion de los N pesos w;. Podemos minimizar la varianza del error derivando esta expresion
respecto de cada uno de los pesos e igualar estas derivadas a cero. Lo que nos permitira
obtener un sistema de N ecuaciones lineales con los N pesos como incognitas. La solucion de
este sistema es conocida como kriging simple y se utiliza para datos con valor medio nulo, sin
embargo esta solucién no nos dara un estimador no sesgado ya que todavia nos falta imponer
la condicion de que la suma de los pesos sea igual a uno.

15.2.3 El parametro de Lagrange:

Para imponer la condicién de que el estimador sea no sesgado vamos a introducir en la
expresion (4) de o2, un término nulo escalado por una nueva incognita p. Esta nueva
incognita es conocida como multiplicador o parametro de Lagrange:

aR—aV+ZZWlWJ ij ZZWLCLO+2# Zwl—l . (5)

i=1 j=
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Este altimo término agregado no modifica el valor de la varianza del error ya que es nulo,
pero impone a la solucion buscada la condicidn de no sesgada. El factor 2 del parametro de
Lagrange es incluido por conveniencia.

Ahora debemos minimizar la varianza del error (5) derivandola respecto de los N pesos w; y
respecto del parametro de Lagrange u, obteniendo un sistema de N + 1 ecuaciones lineales
con N + 1 incognitas, los N pesos w; y el multiplicador p de Lagrange.

Los tres primeros términos de la expresion de la varianza del error (5) no contienen a la
variable u por lo tanto no intervienen en el célculo de la derivada parcial respecto de u:

oo A(2uELwi-1)
- =2§}w—2=m
ou ou

i=1

N

Zwizl.

i=1

Es decir que al derivar la varianza del error (5) respecto de u obtenemos la condicion de
solucion no sesgada. Veremos que el valor obtenido para u nos va a ser de utilidad para
calcular el valor de la varianza minimizada del error.

15.2.4 Minimizacion de la varianza del error:

El primer término de la varianza del error (5) es constante e igual a la varianza de la variable
aleatoria, por lo tanto sus derivada respecto de los pesos y del parametro u son nulas.

Veamos en detalle la diferenciacion de la varianza del error (5) respecto de w,, las derivadas
respecto de los pesos restantes pueden ser calculadas de manera andloga. Calculemos la
derivada de a un término a la vez; comencemos con el segundo término:

N N

AT X iww,Ciy)  0(wiChy + 2w, XY, wiCyy)

an = an = 2W1C11 + ZZ W]CIJ = ZZL W]C1]
]:

Jj=2
En la sumatoria del tercer término de (5), s6lo uno de sus términos involucra al peso wy:

2 a(Z?’ﬂ w;Cio) — 9 0(w;Cyo)
adw, adw,

=2Cy.

Finalmente en la sumatoria del ultimo término, encontramos analogamente que un unico
término de esta sumatoria involucra al peso w;:

, 5(#(2?’:1 w; — 1)) 5 d(uw;) _,

ow, ow,
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Juntando las derivadas de los diferentes términos podemos escribir la derivada de la varianza
del error respecto de w,, del siguiente modo:

aah
s zzchlj 2C,0 + 24

Igualando esta derivada a cero obtenemos la siguiente ecuacion:

2zchlj 20, +2u=0,
=1

zchl] +H = ClO .
j=1

Calculando las derivadas de (5) respecto de los otros pesos y considerando su derivada
respecto del multiplicador de Lagrange, obtenemos el siguiente sistema de N + 1 ecuaciones
con N + 1 incognitas:

(
4 ZW]CU-I--“:CLO Vlzl,N,

N
L zwlzl
i=1

Este sistema de ecuaciones es habitualmente conocido como sistema de ecuaciones de kriging
ordinario, y puede ser escrito en notacion matricial del siguiente modo:

C11 1N
Cn1o o CNN CNO
1

CW=D.

(6)

La solucién estara dada por:
W=cD.

Para resolver este sistema y obtener los pesos y el parametro de Lagrange incluidos en el
vector columna W, debemos definir los N2 + N valores de covarianza involucrados en el
sistema de ecuaciones incluidos en la matriz C y en el vector columna D. Podemos apreciar la
analogia entre esta solucion y la obtenida en el célculo del filtro Wiener, donde la matriz €
seria andloga a la matriz de correlacion cruzada entre los datos de entrada, y el vector D seria
analogo al vector columna de correlacion cruzada entre los datos de entrada y la salida
deseada. Cabe aclarar que en el caso de filtro Wiener no impusimos la condicion que la suma
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de los elementos del operador Wiener sea igual a la unidad, motivo por el cual en el caso del
filtro Wiener estamos usando kriging simple para datos dispuesto regularmente en una Unica
direccion.

En la préctica los valores de la covarianza son obtenidos definiendo una funcion
parametrizada C(h), donde h = |xj — Xi| es un escalar si la continuidad espacial es isotropica
y depende Gnicamente de la distancia entre los puntos, 0 h = x; —x; es un vector si la
continuidad espacial es anisotrépica y varia tanto con la distancia como con el acimut.

Los pesos que nos proveerd la solucion del sistema (6), nos permitirdn estimar un valor no
sesgado de la variable en cuestion en el punto genérico x, como una suma pesada de los
valores conocidos utilizando la ecuacion (9). Kriging ordinario es un interpolador exacto en el
sentido que si x, coincide con un punto de observacion x; = x,, entonces el valor estimado
sera igual al valor observado v(x;).

La varianza o del error del valor estimado serd minima y es posible calcularla. Con este
proposito tomemos del sistema (6) las siguientes ecuaciones:

Multipliguemos cada una de estas N ecuaciones por el peso w;:
ZW]CU-l_M :WiCiO VL:1,N

A continuacién sumemos estas N ecuaciones:

i=1  j=1 i=1 i=1
N N N N
i=1  j=1 i=1 i=1
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N
of = op — ZWiCio‘*‘ll =0%o.| (7)
=1

O en forma matricial:
02 =0 —W-D.

La varianza minimizada del error dada por (7) es habitualmente llamada varianza de kriging
ordinario, utilizando la notacion a2,. No debemos olvidar que esta varianza fue calculada a
partir de un modelo probabilistico y no se corresponde con la verdadera varianza del error ¢
que no nos es posible calcular.

15.3 Resolviendo kriging ordinario utilizando el variograma o la covarianza:

Cuando derivamos la expresién para la varianza del error, asumimos que las variables
aleatorias de nuestra funcidn aleatoria regionalizada utilizada como modelo probabilistico,
tenian todas el mismo valor medio y la misma varianza. Estas suposiciones o hipdtesis nos
permiten establecer la siguiente relacion entre la covarianza C;; y el variograma y;;:

1

1 2 1
vy =5 E{(Vi =)'} = 2 BB + ) - E(RY),

vy = E(V?} - E{ViV;} = E(v?} - m§ — (E{V,V;} - m}),

— 42
Yij = oy — Cjj .
También podemos establecer la siguiente relacion entre la covarianza y el correlograma:

_Gy
Pij = oz
Es importante tener presente que estas relaciones son vélidas para el modelo probabilistico
definido mediante una funciédn aleatoria regionalizada, para la cual hemos hecho las hipétesis
que todas las variables aleatorias tienen el mismo valor medio y la misma varianza, es decir
son estacionarias de segundo orden. Esto no implica que las mismas relaciones existan entre
la covarianza, el variograma y el correlograma de nuestros datos reales. Sin embargo, estas
hipdtesis son las que nos permitieron expresar las ecuaciones de kriging ordinario en funcion

del variograma o del correlograma.

En funcion del variograma y(h), el sistema de ecuaciones de kriging ordinario puede ser
escrito del siguiente modo:

ZW]]/U'i‘H:le Vlzl,N,
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N
Oko = z WiYio + 1 -
i=1

Y en términos del correlograma p(h) lo podemos escribir:

N
Ofo =0p | 1— zWiPio+li

i=1

La practica comun en geoestadistica es utilizar el variograma, y luego por razones de
eficiencia computacional calcular la covarianza C(h) restandole al valor de la varianza o el
valor del variograma y (h):

— 2
Cij =07 —Vij»

[C(W) = a2 —y(h) = y() —y(h).| (8)

15.4 Interpretacion intuitiva de kriging ordinario:

Para comprender lo que estamos haciendo mas alla de los detalles matematicos, es esencial
entender intuitivamente el rol que cumplen la matriz C y el vector columna D en el calculo de
los pesos W:

wW=c1D,

los cuales intervendran en el calculo de nuestro valor estimado:

0(0) = ) W) .| (9)

Comprender el rol de € y D de manera intuitiva nos permitira hacer los ajustes necesarios,
especialmente en los pardmetros del variograma, para mejorar la estimacion.

Haciendo una comparacién de kriging ordinario con el método de estimacién por medio de la
suma pesada con las inversas de las distancias, entre el punto de estimacion y los puntos
observados, podemos decir que el vector D contiene informacidn analoga a las inversas de las
distancias, s6lo que en vez de pensar en distancias geométricas debemos pensar en distancias
estadisticas o variabilidad espacial de nuestro observable. Mientras que la matriz € en aquel
caso solo seria la matriz identidad I multiplicada por la constante de normalizacion que
garantizaria que la suma de los pesos sea igual a la unidad.
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Debemos preguntarnos entonces cudl es el rol distintivo que tiene la matriz € en el método de
kriging ordinario. La matriz € contiene las inversas de las distancias estadisticas entre los
puntos en los cuales disponemos de valores observados. Lo que realmente distingue a kriging
ordinario no es el uso de distancias estadisticas en vez de distancias geométricas, sino que
multiplicar a D por €~'es mucho mas que una normalizacion, esta ademéas compensando a la
solucidn por la redundancia de los datos observados producida por la manera en que los datos
estan agrupados y distribuidos espacialmente entorno al punto de estimacion (declustering).

15.5.1 Parametros del variograma:

Veamos como los diferentes pardmetros del variograma afectan a los pesos de kriging
ordinario. Aun cuando los datos estén regularmente grillados y tengan un buen
comportamiento, ajustar un variograma parametrizado con el variograma de la muestra o
variograma experimental, involucra importantes decisiones del interprete. El variograma
experimental no provee informacion para distancias cortas menores que la distancia minima
existente entre los datos observados. Dependiendo de lo exhaustivo que sean los datos
observados tampoco nos proveera informacion para distancias intermedias. El
comportamiento del variograma en un entorno préximo al origen, incluyendo el llamado
efecto pepita (nugget effect), no puede ser determinado con el variograma experimental, sin
embargo este comportamiento tiene una inmensa influencia en el resultado de la estimacion.

Dos de los parametros que debemos definir del variograma son el umbral (sill) y el rango
(rank). EI umbral es el valor médximo que alcanza el variograma y es igual a la varianza de la
variable observada o7. El rango a es la distancia a la cual el variograma alcanza el valor del
umbral o el 95% del valor del umbral si el variograma tiende asintéticamente a dicho valor.
Los tres modelos de variogramas habitualmente utilizados son:

o Modelo esférico:

ISM—OSMB silh| <a
y(h) =40\ "\ a “\a -

of si|h| > a.
o Modelo exponencial:

2 sl
Y =af (1-e%).
o Modelo gaussiano:

y(h) = o <1 - e_S(gf) .

Modelos de Variogramas Modelos de Covarianza
12 12
h c(h) ‘
vl 10 _ Umbral=10 10
T - ~
P Rango=10 v, C(h) = af —y(h) = y(eo) —y(h)
8
? - ’," A \\\
5 ”l’ === Esférico 5 X \-\ === Esférico
td
, 7 — — Exponencial . > \\\\ = = Exponencial
4 ~
7 ,’ Gaussiano ~ ~ . Gaussiano
2 F 3 Y
& TS
' S o m—
(] o -
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15.5.2 Efecto de un factor de escala:

La siguiente figura muestra dos variogramas gaussianos que difieren solamente en un factor

de escala:
Variogramas Gaussianos

25
Tih)

20

15 »

0 . 4 = Umbral 10

’ = = Umbral 20
’
5 ,

h
Multiplicar los variogramas por un factor de escala no tiene incidencia en el célculo de los
pesos de kriging ordinario debido a que los pesos estan normalizados, sin embargo si tiene
efecto en el célculo de la varianza o, de kriging ordinario. Mientras que el valor estimado
no cambia, la estimacion de la varianza es modificada por el mismo factor que fue usado para
escalar el variograma.

15.5.3 Efecto de la forma del variograma:

La siguiente figura muestra tres variogramas que poseen el mismo valor de 10 para el umbral
y el mismo valor 10 para el rango, pero tienen diferente forma:

Modelos de Variogramas

12

vih)
10 p— S— Umbral=10
e Rango=10
5 -
- 7
- 7
5 - ’I.r’ === Esférico
2, E ial
L, . — — Exponencia
a ’
Pid Gaussiano
2 f’ d
'
’

El variograma exponencial responde a la siguiente expresion:
3l
y1(h) =10 (1 - e( 310)) .

La expresion del variograma gaussiano es la siguiente:
h 2)
_3 _
y,(h) =10(1— e< (%)

El variograma gaussiano varia mas suavemente que los otros en un entorno del origen, con lo
que le da mas peso a los puntos méas cercanos al punto de estimacion, lo cual implica una
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mayor continuidad espacial de la solucion, es decir los valores estimados variaran mas
suavemente con un variograma gaussiano que con uno exponencial o uno esférico.

Cuando mirando desde el punto de estimacion vemos un punto observado escondido detras de
otro punto observado, es probable, especialmente con el variograma gaussiano, que el punto
mas alejado reciba un peso negativo, este efecto es denominado efecto pantalla (screen
effect). O dicho de otra manera, un punto observado sufre de este efecto si otro punto
observado se encuentra entre él y el punto de estimacion. Este efecto es parte de lo que la
multiplicacion de D por €~ produce. El grado con el cual una observacion escondida detras
de otra pierde su influencia en la estimacion depende del patron de continuidad espacial
definido por la forma del variograma. El uso de variogramas que varien suavemente cerca del
origen producird que el efecto pantalla sea mucho mas pronunciado, frecuentemente
asignando pesos negativos a los puntos observados escondidos.

La ventaja de métodos de estimacion que asignen pesos menores que cero 0 mayores que uno,
respetando la condicién de que la suma de los pesos sea igual a la unidad (condicion de
estimador no sesgado) es que pueden conducir a valores estimados mayores al mayor valor
observado o menores que el menor valor observado. Es razonable pensar que los valores
verdaderos que estamos estimando puedan sobrepasar los limites de los valores observados.

La desventaja es que existe la posibilidad de estimar valores negativos cuando la variable
estimada es necesariamente positiva. En estos casos esta perfectamente justificado asignarles
a estos valores negativos estimados el valor cero.

15.5.4 Efecto pepita:

La siguiente figura muestra dos variogramas que difieren solamente en que el de linea roja a
trazos posee un salto en el origen del 50% del valor del umbral, este salto es denominado por
los ingenieros en minas efecto pepita:

Variogramas Exponenciales

12

T(h)
10

3]
" / — pepita O
4 / = = pepita’5

y.(h) =10 (1 — e_3|1L0|).

0 sih=0,
_ i
v2(h) 5+5(1—e‘3ﬁ) sih>0.
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Los pesos calculados utilizando y,(h) son mas similares entre ellos que los calculamos
utilizando y, (h). Dandole un valor mayor a este parametro logramos que el valor estimado
sea mas similar a un simple promedio de los datos disponibles. Ademas produce que sea
mayor la varianza o, de kriging ordinario.

Si el variograma representa un efecto pepita puro, tendra la siguiente expresion:

0 sih=0,
V(h)—{co sih>0.

Este variograma no tiene en cuenta la redundancia, ni la distribucion geométrica, ni el
agrupamiento de los valores observados. En términos de distancias estadisticas todos los
puntos observados estdn a la misma distancia del punto estimado. Con este modelo
probabilistico todos los pesos tomaran el valor 1/N.

El efecto pepita puro implica una ausencia total de correlacion espacial de nuestros valores
observados, los valores de nuestros datos no guardan ninguna similaridad ni siquiera con los
valores vecinos mas proximos. Es importante tener presente que la informacion contenida en
la correlacion cruzada entre dos variables difiere de la informacion contenida en la covarianza
cruzada Unicamente en un factor de normalizacion.

15.5.5 Efecto del rango:

El rango es habitualmente el parametro al que se le asigna mayor importancia. La siguiente
figura muestra dos variogramas que difieren solamente en sus rangos. y,(h) posee un rango
dos veces mayor que el valor de y, (h).

Variogramas Gaussianos

12
¥(h)

10

rango 10

# = = rango 20
/ 4
2 o

y.(h) =10 <1 - e_3(1£0)2> ,

y2(h) =10 <1 — e‘3(%)2> =y, (g) :

El cambio de rango tiene un efecto relativamente menor en la variacion de los pesos
calculados. Sin embargo, a pesar de estos pequefios cambios en los pesos, se producen
cambios apreciables en los valores estimados. La varianza o2, de kriging ordinario calculada
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con el variograma de mayor rango es menor ya que en términos de distancias estadisticas los
puntos observados se encuentran dos veces mas cerca unos de otros y del punto de
estimacion.

Por el contrario si el rango se hace muy pequefio, la distancia estadistica entre todos los
puntos seria muy similar, con lo cual el resultado seria muy parecido al obtenido con un
modelo de efecto pepita puro.

15.5.6 Efecto de la anisotropia:

En todos los ejemplos de variogramas que vimos hasta ahora, en ninguno de ellos tuvimos en
cuenta la presencia de anisotropia. Unicamente tuvimos en cuenta la distancia h = |x; — x|
entre los puntos para cuantificar la continuidad espacial, es decir, consideramos que la
continuidad espacial era la misma en todas las direcciones. Sin embargo, en muchos datos es
posible observar una mayor continuidad espacial en determinada direccion. En ese caso
ademéas de considerar la variacion de la continuidad espacial con la distancia también
debemos hacerlo con el acimut, lo cual implica considerar que h es una magnitud vectorial o
bien que el variograma es funcion de dos variables: la distancia y el acimut.

En el caso planimétrico bidimensional, la forma habitual de tener en cuenta la anisotropia es
considerar dos variogramas para direcciones perpendiculares asociados a las direcciones de
mayor y menor continuidad espacial, y combinarlos en una Unica funcion que depende de la
distancia y del acimut.

Con un modelo anisotrépico se le asignard mayor peso a los puntos observados que definan
un acimut con el punto estimado igual al acimut de mayor continuidad espacial del
variograma, y menor peso a los puntos observados ubicados en una direccién perpendicular,
es decir en la direccion de menor continuidad espacial. Lo habitual es variar el rango del
variograma respecto a direcciones perpendiculares, el cociente entre el rango mayor y el
menor es denominado razén de anisotropia.

Observe que si evaltua un variograma y,(h) con rango a, a una distancia h, se obtiene el
mismo resultado que si evalta un variograma y, (h/a) con rango a = 1, a una distancia h/a.
Es decir que si ambos variogramas poseen iguales parametros a excepcion del rango,
podemos escribir:

(&) =r
£1 a) Ya .
Entonces, para el caso de dos direcciones planimétricas, si a,, es el rango en la direccion é,,

y a, es el rango en la direccion é,, el variograma y (h) que tiene en cuenta la anisotropia, se
puede obtener de la siguiente manera:

nsonr-o{ (BT
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Claro que tenemos que orientar nuestros ejes en las direcciones de maxima y minima
continuidad o aplicar una rotacion de coordenadas.

Informacion cualitativa disponible, como por ejemplo: la interpretacién geol6gica de un
depdsito de minerales, la presencia de vientos que prevalecen de determinada direccion en
estudios de contaminacion atmosférica, direcciones preferenciales del flujo en un reservorio,
orientaciones principales de los esfuerzos tectonicos, etc., puede ser incorporada en estos
métodos de estimacion por medio de un modelo de variograma que considere la presencia de
anisotropia.

15.6 VValidacion cruzada:

En una prueba de validacion cruzada se estima el valor en un punto donde existe una
observacién, sin utilizar en el proceso de estimacién el valor observado en ese punto, s6lo
utilizando los valores observados restantes. Podemos verlo como un experimento en el cual
simulamos nunca haber observado ese valor. Una vez estimado el valor podemos compararlo
con el valor observado no incluido en el calculo.

Este procedimiento se puede repetir para todos los puntos observados, y la comparacion de
los valores estimados y los valores observados puede darnos una idea de cuan bueno es
nuestro método de estimacion.

Aungue el concepto de validacién cruzada es una manera ingeniosa para comparar valores
estimados con valores verdaderos, en la practica hay que considerar con cautela las
conclusiones alcanzadas porque pueden ser engafiosas.

15.7 Restricciones al modelo de variograma:

Si deseamos que el sistema de ecuaciones de kriging ordinario tenga una y sélo una solucion
estable, debemos asegurarnos que la siguiente matriz K, de orden N + 1, sea definida
positiva:

Coo C01 CON
k=G0 T
CNO CNl CNN

Es decir que para todo vector columna x no nulo de dimension N + 1, se cumpla la siguiente

condicion:
N N
xTKx = Z Z xiijij >0.

i=0 j=0

Una forma de satisfacer esta condicién es utilizando modelos de variogramas que es sabido
que son definidos positivos. Aunque esta condicion puede parecernos muy restrictiva,
podemos combinar aquellas funciones que sabemos que son definidas positivas para obtener
nuevas funciones que sean definidas positivas. Las expresiones de los modelos de
variogramas vistos: esférico, exponencial y gaussiano, son funciones definidas positivas. Los
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correlogramas experimentales, calculados a partir de los valores observados, en los cuales
habitualmente hay que interpolar para rellenar zonas sin informacion, raramente satisfacen
esta condicion.

15.8.1 Cokriging:

Hasta ahora hemos estimado el valor de nuestra variable en determinada posicion en funcion
de los valores observados v(x;) de la misma variable en posiciones vecinas. Sin embargo, es
posible que no solo dispongamos de valores observados de nuestra variable primaria v(x;)
sino que ademas dispongamos de valores observados de otras variables secundarias que estén
croscorrelacionadas (cross-correlated) con la variable primaria, y que por lo tanto contengan
informacion de gran utilidad para la estimacion de la variable primaria. Parece razonable que
utilicemos la informacidn contenida en la covarianza cruzada entre la variable primaria y las
variables secundarias para reducir ain mas la varianza del error de estimacion. Presentaremos
los formalismos matematicos del método de cokriging que hace uso de la informacién
contenida en la covarianza cruzada para el caso de una Unica variable secundaria u(x;). El
método puede ser generalizado sencillamente para una cantidad arbitraria de variables
secundarias que posean un nivel importante de correlacion cruzada con la variable primaria.

La utilizaciéon de una variable secundaria usualmente mejora la estimacion de la variable
primaria cuando disponemos de un muestreo mas exhaustivo de la variable secundaria, si
ambas variables fueron observadas en los mismos puntos entonces cokriging no produciré
ninguna mejora en el resultado de la estimacion.

15.8.2 El sistema cokriging para una Unica variable secundaria:

El valor estimado por el método de cokriging para la variable primaria en el punto x, serd
una combinacion lineal de los N valores observados de la variable primaria v(x;) y de los M
valores observados de la variable secundaria u(x;):

D(x,) = Z w;v(x;) + Z pu(x) .| (10)

Donde w; y p; son los pesos de cokriging aplicados a las variables observadas v(x;) y u(xj)
respectivamente para obtener el valor estimado.

Anélogamente a lo realizado para derivar el método de kriging ordinario, haciendo la
hipdtesis de que las variables involucradas son variables aleatorias estacionarias de segundo
orden, podemos derivar el método de cokriging:

R(x,) = I7(%) —V(xp) -

N M
R(xo) = Z w;V(x;) + z p;U(x;) — V(x),
i=1 i=1

Analisis de Sefiales en Geofisica
15- Geoestadistica
Prof. Ricardo C. Rebollo.- Pag. 18 /22



ok = Var(R(xo)} = Var {(7 o) = V) } = E{[(700) ~ v (x0)) — EF o) — v} ],

M M N N
02 = Z 2 w;w; Cov{V;, V;} + Z Z p;p;Cov{U;, U;} + 2 z Z wp;Cov{V;, U} —

N N
i=1 i

]=1 i=1 ]=1 i=1 ]:1

N M
-2 Z w;Cov{V;, Vy} — 2 z p;Cov{U;, Vo} + Cov{Vy, Vo} .
i=1 j=1

Donde Cov{V;, U;} es la covarianza cruzada entre las variables aleatorias V; y U;.

Los pesos deben satisfacer dos condiciones, la primera es que deben ser tales que el valor
estimado sea no sesgado, es decir my = 0, y la segunda es que deben ser tales que la varianza
del error de cokriging 2 = 02, sea minima.

Primero veamos como satisfacer la condicion de estimador no sesgado:

R(x,) = V(xo) —V(x0),

N M
mp = E{R(x0)} = E{Z wiV (x;) + z p;U(x;) — V(Xo)} )

mg = ERGo)} = ) wiE{V G} + ) piE{U (%)} = FV (o))

Como asumimos que las funciones aleatorias V(x) y U(x) son estacionarias de segundo
orden, sus esperanzas matematicas m, = E{V(x)} y my = E{U(x)} son las mismas en todos
los puntos de la region, entonces podemos escribir:

my = E(RGio)} = (V) ) wi+E(U) ) p; = BV},

N M
mg =my (Zwi - 1) +mUij.
i=1 i=1

El valor de la esperanza matematica del error my es referido como el sesgo del valor
estimado. Como queremos que nuestro estimador sea no sesgado, igualamos el error medio
residual de nuestro modelo probabilistico a cero:
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De esta ecuacion podemos deducir que la manera de satisfacer la condicion de estimador no
sesgado es haciendo que la suma de los pesos w; sea igual a 1y que la suma de los pesos p;
sea igual a O:

N
ZWL' = 1,
i=
M
j=1

Busguemos los pesos que minimicen la varianza del error y que ademas que satisfagan a las
dos condiciones anteriores necesarias para que el estimador sea no sesgado. Para alcanzar el
objetivo de minimizar una funcién con dos constricciones haremos uso del método de los
multiplicadores de Lagrange. Para implementar el método simplemente igualamos cada
condicion a cero las multiplicamos por un multiplicador de Lagrange diferente para cada una
y se las sumamos a la expresion de la varianza del error, lo cual nos conduce a la siguiente
expresion:

N M
of = Var{R(xo)} + 2uy (Z Wi - 1) +2uy| Dy

i=1 j=1

Donde u, y uy son los multiplicadores de Lagrange. Observe que estos dos términos
agregados son nulos, por lo tanto no modifican a la varianza del error pero si le imponen las
condiciones deseadas al calculo de los pesos.

Para minimizar o2 debemos calcular sus derivadas parciales respecto de los N + M pesos y
respecto de los dos multiplicadores de Lagrange:

2
dog

N M
F 2 z Wl-COU{Vi, l/}} +2 z piCov{Ui, V}} - ZCOU{VO, V}} + 2uy paraj=1,N,
J i=1 i=1

a 2 N M
% =2 z wiCov{V;, U} + 2 z pCov{U,, U;} — 2Cov{Vo, U} + 2u,  paraj=1,M,
J =1 =

N
dos

—=2 ZW-—l ,
duy <l. ' )
60’,%_251

aﬂu_ 4 Pi-

Finalmente el sistema de cokriging es obtenido igualando cada una de estas N + M + 2
ecuaciones a 0. Reordenando los términos individuales obtenemos:

=1
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i=1

M
w;Cov{V;, V;} + zpiCov{Ui, Vi}+uy = Cov{V,,V;}  paraj=1,N,

M
w;Cov{V;, U;} + Z p;Cov{U;, U;} + py = Cov{V,,U;}  paraj=1,M,
i1

Expresado matricialmente nos queda:

Cww Cyy 1
Cyvvg Cyy O
Iy 0y O
ON IM 0
donde:
Cvv,,
Cyy = :
Covy,
-CUU11
Cyy = :
_CUUM1
-CUV11
Cyv = :
_CUVM1
_CVU11
Cyy = :
_Cvu,\,1
W = [w,
P =[P

CVOV = [CVV01

CVOU = [CVU01

0w Cy,v
1{| P _ Cy,u
ol |Xv 1
0] tHu 0

Cvvan
CVVNN
Cuvin _
CUUMM ]
Covay ]
CUVMN_

Cvuiy

Cruyy |
wn]",
Pul”,

Covonl™,

Cruoy]™ .

(11)

Iy es una matriz identidad de orden N, I, es una matriz identidad de orden M, Oy es una

matriz cuadrada nula de orden N y 0, es una matriz cuadrada nula de orden M.
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Tengamos presente que como consecuencia de las simplificaciones que introducimos, estas
notaciones son equivalentes:

CO‘U {V(xl)’ U(X])} == COU{VL, U]} == CVin == CVUij == CVU(xi,x]-) = CVU(lxj_xil) = CVU(hij) .

La expresion para obtener la varianza minimizada del error o3, puede ser simplificada
haciendo las sustituciones correspondientes, utilizando las expresiones de los multiplicadores
de Lagrange. La version simplificada nos queda:

N M
o = Cov{Vy,Vo} — iy — Z w;Cov{V;, Vy} — Z p;Cov{U;,Vy},

i=1 j=1

N M
of = ot = of — 1y = ) wiCovlV, Vo) = > p;Cov{UVo} .| (12)
i=1 =1

El sistema de cokriging puede ser escrito en funcion del variograma asumiendo que la
covarianza cruzada es simétrica, es decir:

Cov{V;, U;} = Cov{U,,V;}.

Aunque la covarianza cruzada puede no ser simétrica, la practica mas comun es modelarla
como una funcion simétrica. Entonces la continuidad espacial definida en funcion del
variograma puede ser expresada en funcién de la covarianza utilizando la siguiente expresion:

|CVU(h) = Yvu () = yvu(h) |

Para garantizar que la solucion del sistema de cokriging exista y sea Unica, tanto los
variogramas como los variogramas cruzados deben ser definidos positivos. Para los
variogramas cruzados se utilizan habitualmente las mismas funciones parametrizadas vistas
para los variogramas, donde el umbral estara dado por la covarianza cruzada entre las
variables primaria y secundaria en un mismo punto, es decir para h = 0.
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