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Introduccion:

La estimacion del espectro de potencia de una sefial, con su amplia
variedad de aplicaciones, puede ser comprendida facilmente en
terminos del teorema de corrimiento de fase de la transformada de
Fourier.

Para entender porqué esto es asi, veamos este problema de
estimacion desde un punto de vista practico. Analicemos cuales son
las consecuencias de promediar en tiempo distintas realizaciones
sincronizadas de una misma sefal deterministica (signal like signal)
gue esta contaminada con ruido aleatorio no correlacionable (noise like
signal). Y luego veamos qué solucion podemos darle al problema en el
caso en que la componente coherente de las realizaciones no esta
sincronizada en tiempo.
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Relacion Senal-Ruido S/R:

Imaginemos que estamos realizando un experimento controlado. El
experimento es confiable, es repetible pero la componente deterministica o
coherente que queremos obtener esta contaminada por una componente de
ruido aleatorio. El cociente entre la amplitud de la componente coherente que
nos interesa y la amplitud de la componente aleatoria no deseada, recibe el
nombre de relacion sefial-ruido (S/N signal-to-noise ratio).

Supongamos gque las repetidas realizaciones tienen una mala relacion sefal
ruido. La componente deterministica es repetible y esta sincronizada en cada
experimento, sin embargo el ruido es aleatorio y cambia de un experimento
al siguiente. Como resultado de cada realizacion del experimento obtenemos
una secuencia que contiene una misma sefal deterministica mas ruido
aleatorio cambiante. Una forma sencilla de mejorar la relacion S/R es
repitiendo varias veces el experimento y promediarlos. Si la sefal
deterministica esta sincronizada en todos los experimentos, al promediarlos,
el nivel de la sefal se mantendra constante, mientras que, como sabemos de

estadistica aplicada, la amplitud del ruido disminuira en proporciéon a 1/+v/N.
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Mejora de La Relacion S/R:

Veamos un ejemplo de lo que sucede cuando
promediamos una sefnal que posee una
componente coherente mas otra componente
de ruido aleatorio:

a) Componente coherente de la sefial.

b) Senal contaminada con ruido aleatorio.

c) Promedio de N=100 observaciones.

d) Promedio de N=2500 observaciones.

e) Promedio de N=10000 observaciones.

A medida que aumenta el numero de
observaciones que se promedian, el nivel de
la componente coherente se mantiene
constante, mientras que el nivel del ruido se

reduce en 1/+/N. Es decir se produce una
mejora de la relacion S/N en VN .
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Experimentos no sincronizados:

Qué sucederia si la componente deterministica no estuviera sincronizada en
los distintos experimentos. Obviamente ya no podriamos promediar los
experimentos para mejorar la relacion S/R. El teorema del corrimiento de fase
nos dice que el espectro de amplitud de una sefal es insensible a los
corrimientos arbitrarios de tiempo:

f(t) © F(Q) = |F(Q)|e!*@
F(t —ty) & F(Q) = |F(Q)|eile@-at

Es decir, ante un corrimiento en tiempo, la fase de la seflal cambia linealmente
con la frecuencia pero el espectro de amplitud permanece invariante.

Por lo tanto si la sefal coherente no esta sincronizada en todos los
experimentos y no podemos promediarlos, no todo estd perdido, todavia
podemos promediar los espectros de amplitud. Es decir que la estimacion que
hagamos del espectro de amplitud irh mejorando a medida que apilemos mas y
mas experimentos. El precio que debemos pagar por esta falta de sincronia
entre los experimentos es la pérdida de la informacion de fase. Lo cual no es
tan malo ya que en muchas aplicaciones el espectro de amplitud nos provee
con informacion sumamente Util.
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El Problema de la estimacion de la
Densidad del Espectro de Potencia:

¢

Tratamos con dos tipos de sefiales con caracteristicas sumamente diferentes:
las sefiales deterministicas y el ruido aleatorio.

Si el ruido innovativo ¢, es un proceso aleatorio, estacionario y ergodico, del
cual disponemos una unica realizacion de N muestras, en consecuencia solo
podremos calcular un estimador de su autocovarianza:

N—-k-1

1
Pk = N z g*n En+k
n=0

Existen dos problemas fundamentales con este estimador de la auto-
covarianza. El primero es que a medida que el lag k aumenta, la porcion de la
secuencia gue se solapa con otra porcion de la secuencia donde no se
disponen datos y se tratan incorrectamente como si fueran nulos o ceros, es
cada vez mayor. Esto tiene como consecuencia un deterioro de la calidad del
estimador cada vez mas importante a medida que el lag k aumenta.

El segundo problema esta relacionado con el comportamiento de la densidad
del espectro de potencia calculado a partir de este estimador de la auto-
covarianza aplicandole la transformada de Fourier,
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El Problema de la estimacion de la
Densidad del Espectro de Potencia:

¢

A primera vista pareceria posible que un estimador razonable de la
densidad del espectro de potencia del proceso aleatorio pudiera
obtenerse calculando la transformada de Fourier del estimador de la
autocovarianza y que la calidad de este estimador, mejorara a medida
gue aumente la longitud de la muestra.

Sin embargo sorprendentemente esta mejora no se produce. Para ver
el porqué de esto consideremos un proceso aleatorio estacionario ¢,
con valor medio u, nulo y varianza o¢.% constante:

— 2
7 zvlzliréo(ZM+1)z(" He)

Consideremos ademas que el proceso es no correlacionable, es decir
gue las variables aleatorias que conforman el proceso son
estadisticamente independientes.
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El Problema de la estimacion de la
Densidad del Espectro de Potencia:

Como so6lo tenemos una realizacion de longitud N de este proceso
aleatorio, el estimador de la autocovarianza estara dado por:
N-k—-1

A

_ *
Pk _N € nén+k

S
Il
o

Para lag cero tendremos:

fo = N2|en|2—ag

Las fluctuaciones o desviacion medla estandar de este estimador van
a disminuir a medida que N aumente en proporcién a 1/vN:

A 2
0
Do = O¢ +—N=ag + 0p
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El Problema de la estimacion de la
Densidad del Espectro de Potencia:

Para lags k distintos de cero, como el proceso es no correlacionable, la
autocovarianza sera igual a cero mas menos la fluctuacion aleatoria:

N—-ké°
N VN

Donde vemos que las fluctuaciones disminuyen en proporcion al
nimero de términos (N — k)/N debido al deterioro de la calidad del
estimador con el aumento del lag k.

pr =0= 0

-+

Pk

La transformada de Fourier del estimador de la autocovarianza nos da
un estimador de la densidad del espectro de potencia conocido como
peridiograma:

(N-1) (N-1)
P)= ) fee@ =po+2 ) Pcos(@h)
k=—(N—-1) k=1
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El Problema de la estimacion de la
Densidad del Espectro de Potencia:

Es decir que el estimador de la densidad del espectro de potencia es la suma
de numeros aleatorios. Esta suma es también un numero aleatorio que tiene

una fluctuacion estadistica proporcional al nUmero de términos vN — 1:

N

_ o)
Pw=6,"+VN-1--%~3,>+3,°

=

Cuando N aumenta las fluctuaciones del peridiograma no disminuyen, Sino

gue tienden a un valor constante igual a 682, es decir gue aumentando la
longitud de la secuencia no se produce una mejora en el estimador de la
densidad del espectro de potencia. Es cierto que al aumentar la longitud
aumenta la resolucion en frecuencia, pero no aumenta la resolucion
estadistica, ya que las fluctuaciones de este estimador del espectro de
potencia son del mismo orden que el valor del espectro de potencia que
gueremos estimar. En lenguaje estadistico se dice que el peridiograma es un
estimador no consistente de la densidad del espectro de potencia,
independientemente de la longitud de la secuencia. Al aumentar la longitud de
la secuencia solo logramos mejorar la resolucion espectral sin ninguna mejora
de la resolucion estadistica. 10



El Problema de la estimacion de la
Densidad del Espectro de Potencia:

Variable Aleatoria Fluctuaciones

A

ETL O-S
i N —ké6.°
N N
P(w) 6.°
VN —1-—=~ §,°
VN °

Basicamente el motivo de este resultado es que si bien las fluctuaciones de

la autocovarianza disminuyen con 1/+/N, la sumatoria de la transformada
de Fourier, agrega a las fluctuaciones del peridiograma un nuevo factor
VN — 1, que impide que las fluctuaciones del peridiograma disminuyan
aungque N aumente. Cuando aumentamos la longitud del registro, aumenta
la resolucidon espectral pero la resolucion estadistica permanece constante.
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Resolucion Estadistica a Expensas
de Resolucion Espectral:

¢

Dado una secuencia aleatoria de longitud N, una forma de aumentar la
resolucion estadistica es partiendo la secuencia en M subsecuencias de
longitud N /M, calcular el peridiograma de cada una de ellas y promediarlos.
Esta es una forma de simular promedios estadisticos. Podemos hacer esto
porgue estamos haciendo la hipotesis de que el proceso es ergodico, es decir,
gue los promedios estadisticos son iguales a los promedios temporales. Claro
qgue al acortar la longitud de las subsecuencias a N/M ganamos resolucion
estadistica a expensas de resolucion en frecuencia, es decir que estamos
tomando una decision de compromiso entre una y otra resolucion.

El problema con el que nos enfrentamos es encontrar la mejor forma de
estimar la densidad del espectro de potencia de una secuencia infinitamente
larga de ruido aleatorio cuando solo disponemos de un segmento de dicha
secuencia. Los procesos aleatorios son procesos de energia infinita que no
poseen espectros de potencia pero, por el teorema de Wiener-Khintchine, si
es posible estimar la densidad de su espectro de potencia. En todos los casos
algun tipo de hipotesis tendremos que hacer con respecto a los datos no
registrados.
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Proceso Aleatorio MA
Método de Blackman and Tukey:

*
Cuando estimamos el espectro de potencia de un proceso aleatorio,
¢existe una mejor hipoétesis que suponer que los datos son nulos fuera de
la ventana de observacion? Para responder esta pregunta vamos a
suponer que la secuencia en cuestion x, de longitud N, es un proceso
aleatorio estacionario que se genera excitando con ruido blanco &, un filtro
MA a,, de orden N. El ruido blanco es un concepto abstracto que consiste
en una senal aleatoria infinita cuyo espectro es constante para todas las
frecuencias y su fase debe variar aleatoriamente para producir la
componente innovativa. La salida de nuestro filtro MA estara dada por:

Xp = Ep * Ay
X(Z) =E@2Z)AZ)
Es decir que el espectro de potencia de este proceso MA estara dado por:
[ X(w)]? = (Ny — N)o.?|A(w)|* « |A(w)?

El problema de estimacion del espectro de potencia se reduce a determinar
los coeficientes del filtro MA 'y calcular la densidad del espectro de potencia
del mismo.

Estimacion del Espectro de Potencia 13



Proceso Aleatorio MA
Método de Blackman and Tukey:

*
Si nuestros datos x,, fueron generados por un proceso MA, entonces no
podemos suponer que valen cero fuera de la ventana de observacion como
lo hace el peridiograma. Sin embargo como x,, €s generado por un proceso
MA su correlacion sera distinta de cero unicamente para los primeros N
lags, a partir de este lag los datos seran ruido aleatorio no correlacionado.
Es decir que sabemos que el dato en si mismo es distinto de cero pero que
la autocorrelacion tiene que ser igual a cero para un lag mayor que N. Esta
es una suposicion menos estricta que la que hace el peridiograma.

La hipotesis es que los lags mayores que N son iguales a cero, pero que
cuando los estimamos a partir de la ventana de datos disponibles,
errbneamente obtenemos valores distintos de cero como consecuencia de
no haberlos observado en una ventana infinitamente larga. Este es el
meétodo de estimacion espectral de Blackman and Tukey.

La confiabilidad de los estimadores de la autocorrelacion disminuye a
medida que aumenta el lag de autocorrelacion debido a la disminucion de
la zona de solapamiento con datos disponibles, esto es consecuencia de

no haber observado los datos en una ventana infinitamente larga.

Estimacion del Espectro de Potencia 14



Proceso Aleatorio MA
Método de Blackman and Tukey:

El hecho de haber observado un dato de longitud infinita en una ventana de
longitud N,., nos conduce a la conclusion de que debemos utilizar ventaneos
o funciones de peso que le den mas peso a los lags centrales del estimador
de la autocovarianza, con lo cual el estimador de la densidad del espectro de
potencia nos quedara:

N-1
P@)= ) pawee ik
k=—(N-1)
Donde la ventana w, sera una ventana de longitud 2N — 1. Cuando esta
ventana es una ventana rectangular tendremos el caso del proceso MA de
orden N con el cual presentamos el método. Distintas ventanas como las de
Bartlett o Welch, pueden ser utilizadas para implementar el método de
Blackman and Tukey, sin embargo la eleccion de la ventana raramente esta
relacionada con alguna propiedad del dato o del proceso que se esta
analizando. Ademas la eleccion de diferentes ordenes N del proceso MA
produce estimadores radicalmente distintos del espectro de potencia. Por lo
general no se poseen criterios adecuados que permitan elegir de manera
apropiada el orden del proceso.

Estimacién del Espectro de Potencia 15



Proceso Aleatorio MA
Método de Blackman and Tukey:

La utilizacién de ventanas aumenta la resolucion estadistica (es decir reduce
el bias o0 sesgo, y la varianza del estimador del espectro de potencia) a
expensas de la resolucion en frecuencias. Multiplicar a la auto-correlacion en
tiempo por la ventana es equivalente a convolucionar el peridiograma con la
transformada de Fourier de la ventana. Lo cual para toda ventana razonable,
implica una suavizacion del peridiograma reduciendo las fluctuaciones
estadisticas.

También es posible efectuar el promedio de subsecuencias mas cortas como
discutimos anteriormente y combinar distintos tipos de ventaneo con el
promedio de diferentes segmentos, generando una gran cantidad de
estimadores distintos. Tambiéen el dato puede ser segmentado con distintos
ventaneos, podemos calcular los peridiogramas de los diferentes segmentos
y luego promediar los peridiogramas. Incluso los distintos segmentos pueden
solaparse o no.

La eleccion de las ventanas, de los segmentos y el orden del proceso MA,
sin que exista un criterio basado en algun conocimiento que podamos tener
del proceso en cuestion, pone en evidencia cuan empiricos pueden ser estos

meétodos de estimacion espectral.
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Proceso Aleatorio AR
Método de Yule-Walker:

En este caso suponemos que la sefal en cuestion x,,, a la que le queremos
estimar el espectro de potencia, fue generada excitando con ruido blanco ¢,
un proceso AR de orden M:

E(Z)

O lo que es equivalente:
X(Z)B(Z) = E(Z)

Xn * b, = &,
Es decir que el espectro de potencia de este proceso AR esta dado por:

N, + M)o.? 1

|X(a))|2:( X )28 e -
|B(w)] |B(w)]

La idea es resolver la ecuacion x,, x b, = &, para obtener b,,, 6ptimo en el

sentido de los cuadrados minimos, este operador esta jugando el papel de
un filtro que predice el error &, :

(Ny + M)Uez
b, = CI)xx_1 O
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Proceso Aleatorio AR
Método de Yule-Walker:

Luego podremos estimar el espectro de potencia de nuestra senal
como la inversa de la densidad del espectro de potencia del filtro AR
salvo factor de escala.

Para que el método funcione debemos considerar un modelo auto-
regresivo en el cual el orden M del proceso sea mucho menor que la
longitud N, del dato.

Este método requiere de un estimador de la autocorrelacion para
poder calcular los coeficientes b,, del filtro autoregresivo. Obtendremos
distintas soluciones para el modelo autoregresivo segun utilicemos
distintos estimadores de la autocorrelacion. También deberemos elegir
el orden del proceso AR, el cual como en el caso del modelo MA,
generalmente no posee relacion directa con lo que podamos llegar a
saber sobre el proceso que genera la secuencia en cuestion.
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Proceso Aleatorio AR
Método de Yule-Walker:

Como es de esperarse la estructura de solo polos del proceso AR,
en general produce mas detalles o picos en el estimador del
espectro de potencia obtenido, en comparacion con el estimador
obtenido modelando la secuencia como un proceso MA.

El modelo AR extiende la funcion de autocorrelacion del dato aun
mas alla (hasta infinito) de lo que podria llegar a estimarse
utilizando la ventana de observacion. Por lo cual podriamos decir
gue mientras que el modelo MA hace menos suposiciones sobre el
comportamiento del dato fuera de la ventana de registracion que
las que hace el peridiograma, el modelo AR hace aun menos
suposiciones que el modelo MA.

Estimacién del Espectro de Potencia
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Teoria de la Informacion de Shannon
Entropia informatica:

La Teoria de la Informacion fue propuesta por Claude E. Shannon y Warren Weaver
a finales de la década de 1940. Es una rama de la probabilidad y de la estadistica
gue estudia todo lo relacionado con la informacion, en particular con los métodos de
compresion y transmision, sin que se produzca pérdida o deterioro de la misma.
Una de sus ramas es la criptografia que estudia la forma de codificarla.

Se ocupa ademas, de cuantificarla, de analizar los diferentes modos de
representarla, como asi también del estudio de la capacidad de los sistemas de
comunicacion para transmitirla y procesarla.

El concepto basico de entropia en Teoria de la Informacion esta vinculado a la
incertidumbre que existe en cualquier experimento o sefal aleatoria. Es una medida
del desorden que contiene un sistema. El contenido de la informacion de un suceso
es una funcién decreciente de la probabilidad de su aparicion.

Una forma de cuantificar la aleatoriedad de un suceso, es mediante la entropia
informatica. Dada un variable aleatoria X con una funcion densidad de
probabilidades p,(x) se define su entropia informatica mediante la siguiente

expresion: HX) =—[*7 p, (x) log[p, (x)]dx

Si para representar la informacion se usaran valores en base b entonces es
conveniente utilizar el logaritmo en base b. Si la informacion se va a representar
mediante codigo binario se usa el logaritmo en base 2.

¢
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Principio de Maxima Entropia:

El principio de maxima entropia nos permite obtener un estimador del espectro
de potencia correspondiente a la secuencia estacionaria infinita mas aleatoria y
menos predecible posible y que aun sea consistente con los datos observados.
La entropia es una medida del desorden o de la no predictibilidad. De acuerdo
con la teoria de informacion de Shannon la entropia de una serie de tiempo es
proporcional a la integral del logaritmo de su densidad de espectro de potencia.
Es decir que debemos maximizar la integral:

+1T
j log[P(w)] dw = maximo
—TT
Sujeta a las siguientes condiciones:
+7
J P(w) e“*dw = p,,
—TT

Resolviendo este problema de maximizacion con condiciones, aplicando calculo
de variaciones y multiplicadores de Lagrange, se llega a que el estimador de la
densidad del espectro de potencia que satisface al principio de maxima entropia
esta dado por:
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Principio de Maxima Entropia:

Donde K es una constante y |B(w)|? es el espectro de potencia de un proceso

autoregresivo de orden M, cuyos coeficientes estan dados por:
K

b, = CI)xx_1 0
0
Es decir que si los datos observados satisfacen el principio de maxima
entropia, podran ser representados como un proceso autoregresivo de orden
M. Todavia resta el problema de como estimar los coeficientes del proceso
AR. Una de las formas de hacerlo es utilizando el método de Yule-Walker que
ya vimos y al cual se llegd por un camino diferente. La desventaja de este
método es que estima los coeficientes de autocorrelacion (o los de
autocovarianza segun como lo planteamos) a partir de la ventana de
observacion, los cuales como vimos se hacen menos confiables a medida que
aumenta el lag de autocorrelacion. La otra forma de hacerlo es utilizando el
método de Burg el cual estima los coeficientes b,, del proceso autoregresivo
directamente a partir de los datos de la ventana de observacion y calcula
simultaneamente los estimadores de la autocorrelacion.

Estimacién del Espectro de Potencia
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Principio de Maxima Entropia:

Observacion: fijese que si el espectro de potencia se hace cero en
una banda de frecuencia, la integral que define a la entropia diverge
dando una entropia infinitamente negativa. Segun la teoria de la
informacion de Shannon la interpretacion de esto debe ser que tales
series de tiempo no poseen aleatoriedad y por lo tanto son totalmente
predecibles.

Estimacién del Espectro de Potencia
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El Método de Burg:

El problema de los métodos de estimacion espectral que hemos visto
hasta ahora, es la poca confiabilidad de los estimadores de los
coeficientes de autocorrelacion que se calculan a partir de una ventana de
observacion de longitud finita. Este problema se agrava de sobremanera si
la ventana de observacion es corta. En 1967 John P. Burg presento un
paper en la 37° Convencion de la Sociedad de Geofisicos de Exploracion
(SEG), en la ciudad de Oklahoma, que tuvo un impacto revolucionario en
el analisis espectral. Burg mostro como estimar la autocorrelacion evitando
los efectos de la ventana de observacion de longitud finita y sin hacer
ninguna hipotesis sobre el dato fuera de la ventana de observacion. El
procedimiento de Burg es recursivo, comienza diseiando un filtro que
predice el error de longitud 2, que intenta convertir el dato de entrada en
ruido blanco. Luego iterativamente va calculando la autocorrelacion a lags
mayores simultaneamente con filtros predictores mas largos. Mediante
esta recursion es posible extender el filtro predictivo hasta alcanzar un
orden M. Finalmente el espectro de potencia del dato es estimado como la
inversa del espectro de potencia del filtro que predice el error.

Estimacién del Espectro de Potencia
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El Método de Burg
Primera iteracion:

(& () =)

N-—
2 Zl 0 xl+1xl

e Y [ » ()l

f
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