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Proceso Aleatorio:

Un proceso aleatorio es una secuencia indexada de variables aleatorias:
le

Para caracterizar un proceso aleatoria debemos especificar las funciones
de densidad de probabilidades de todos sus miembros:

Px,,

Como asi también todas las funciones de densidad de probabilidades
conjuntas:

DPxpxm

En procesamiento de senales digitales se utilizan procesos aleatorios para
modelar senales aleatorias. Una sefal aleatoria es considerada una
realizacion de un proceso aleatorio. EI modelo aleatorio puede estar en
conflicto con la realidad. Sin embargo, el proceso fisico que genera la sefial
es tan complejo y nuestro entendimiento del mismo tan pobre, que lo
interpretamos como aleatorio. Esto no significa que el proceso sea
realmente aleatorio, solo significa que somos ignorantes.
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Promedios Estadisticos:

Es habitual caracterizar una variable aleatoria por medio de sus promedios
estadisticos, tales como el valor medio, la varianza y los momentos de
orden superior:

Valor medio:
+00

lixn(l) = HUx, = Efx,} = J X Px,, (x) dx

— 00

Varianza:
ﬂxn(z) = anz =K {(xn - .uxn)z} = E{an} — .uxnz

Momentos de orden superior:

:uxn(r) = E{(xn — .uxn)r}
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Procesos Estacionarios:

¢

Cuando todos los promedios estadisticos son iguales para todas las
variables que conforman el proceso aleatorio se dice que el proceso es
estrictamente estacionario:

Hx,, " = TSR vn

Cuando solamente el valor medio y la varianza no varian con el tiempo se
dice que el proceso es estacionario débil, estacionario en sentido amplio o
estacionario de segundo orden:

Hx, = Hx vn

ﬂxn(z) — anz = 0y’ vn

El valor medio, la varianza y los momentos de orden superior son
promedios estadisticos que nos proporcionan valiosa informacion sobre el
proceso, es decir, aunque la sefial sea aleatoria, es capaz de contener
informacion en sus promedios estadisticos.
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| a Autocovarianza:

¢

En nuestro caso el mas util de los promedios estadisticos de un proceso
aleatorio es la autocovarianza, definida como:

Vxx(n» m) = E{x*n xm}

Esta nos da informacion sobre la dependencia entre los valores de un
proceso aleatorio a distintos tiempos, es decir, es una medida de la
variacion temporal de la sefal aleatoria. Sin embargo, si el proceso es
estacionario de segundo orden, la autocovarianza es independiente de un
corrimiento del origen de los tiempos, solo depende de la diferencia de
tiempos:

Yex(n+m) =y, (m) = E{x*n xn+m}

En el contexto de procesamiento de senales digitales los procesos
aleatorios estacionarios son un concepto matematicamente conveniente
gue nos permite utilizar la teoria de probabilidades para representar
sefales de energia infinita. Sin embargo, en la practica tratamos con una
Unica secuencia y no con un universo o poblacion infinita de secuencias
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Ergodicidad:

Diremos que un proceso aleatorio estacionario es ergodico si sus
promedios estadisticos son iguales a los promedios temporales, es decir:
N

U, = E{x} = limTﬂr1 Z X

N—>oo
n=-—N

N
sz = E{(x — .ux)z} = 1\1[1_{130% z (xn — :ux)z
n=—N
N

- 1
Yax (M) = E{x", Xpym} = Al]l_r)rgo SNT1 Z X*n Xntm
n=—N

Debemos inferir las propiedades estadisticas del proceso aleatorio
estacionario a partir de una unica realizacion del mismo. Esto soélo es
posible asumiendo que el proceso aleatorio estacionario es ergodico,
entonces los promedios estadisticos pueden ser calculados a partir de una
unica secuencia de energia infinita por medio de sus promedios temporales
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Promedio de la muestra:

¢

En realidad tampoco nos es posible calcular los promedios temporales, ya
gue no observamos la sefal entre —oo y +00. Con una unica realizacion de
longitud N que disponemos so6lo podemos calcular estimadores de los
promedios temporales llamados promedio de la muestra o estimador
experimental:

La diferencia entre la secuencia de autocorrelacion que oportunamente
definimos y este estimador de la autocovarianza es Unicamente el factor 1/N.
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Teorema de Wiener-Khintchine

¢

Para muchas sefales de interés, como por ejemplo: sinusoides, escalones,
signo, senales aleatorias, etc., sus amplitudes no decaen en el infinito, y la
transformada integral de Fourier de la autocorrelacion no existe. Sin
embargo el teorema de Wiener-Khintchine nos dice que la transformada
integral de Fourier de la autocovarianza si existe y es lo que se denomina
densidad del espectro de potencia:

(o) 2
@ = Jim 11

Donde F;(Q) es la transformada de Fourier de la sefial f;(t):

f©) t<|T|
fr(t) = { g

La autocovarianza de una sefial analégica de energia infinita esta dada
por:

y(t) = 11m — Jf (o) f(t+1)dT = — J P(Q) e 140
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El Peridiograma

Para el caso discreto de una sefal real de energia infinita de la cual solo
hemos observado N muestras, solo podemos calcular un estimador de la
autocovarianza mediante el promedio de las muestras o estimador
experimental 7, (k) = py:

N 1

_k_

1
pkzﬁ z Xn Xn+k k=—-(N-1),(N—-1)
n=0

El estimador de la densidad del espectro de potencias esta dado por:

(N-1) (N-1)
P = ) Bre @ =py+2 Y pycos(wh)
k=—(N—1) k=1

A este estimador de la densidad del espectro de potencia se le da el
nombre de peridiograma.
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Teorema de descomposicion de Wold

¢

Este teorema prueba que toda serie de tiempo estacionaria x,,, puede ser
descompuesta en dos partes, una primera componente deterministica u, y
una segunda componente aleatoria v,,.
Xn = Uy TV,
Donde estas componentes son ortogonales, es decir:
E{u,v 4} =0 ; T#0
Ademas la componente estocastica estacionaria, se puede expresar como

un proceso lineal promedio movil (MA) a,, con energia finita, excitado por
ruido blanco no correlacionable ¢, es decir:

Xn =Uy, + &, xay
En el caso del modelo de la traza sismica u,, =0, la reflectividad
representa al ruido no correlacionable ¢, y el modelo de promedio movil

a, representa a la ondicula:
Xp = Ty * Wy
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Tres modelos basicos para representar a nhuestros datos

*
Si nuestros datos discretos x, corresponden a un proceso aleatorio

estacionario, el teorema de descomposicion de Wold nos permite suponer que
estos datos fueron generados por un sistema lineal excitado por ruido aleatorio
no correlacionado &,, con media nula E{s,} = 0 y varianza o.% = E{¢,*}. Este
sistema lineal puede ser descripto matematicamente de muchas maneras, pero
existen tres formas que resultan Uutiles y para las cuales pueden darse
excelentes justificaciones tedricas. En la literatura de analisis de sefales se las
denomina:

1. Proceso Autoregresivo (Autoregressive process) (AR):

Xn = &€ — D1Xp—q = baXp 5 — b3Xp_3 — = byXn_pu
2. Proceso Promedios Moviles (Moving Average process) (MA):
xn - aoen + alé‘n_l + azgn_z —+ a3€n_3 + -4 aNSn_N

3. Proceso Autoregresivo - Promedios Moviles (Autoregressive-Moving Average
process) (ARMA):

Xn = Qo€p + A1&p—q + -+ AnEpy — b1Xpn_1 — DaXp_p — " — byXp_py
Donde los coeficientes deben ser determinados para caracterizar el proceso.
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