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Propiedades

« La transformada de Hilbert de una senal produce un
adelanto de su fase de 11/2 radianes.

« Cuando una sefal es causal en un dominio, ya sea
tiempo o frecuencia, la parte real y la imaginaria en el
otro dominio estaran vinculadas por la transformada de
Hilbert.

 Sjla sefal causal es ademas de fase minima, entonces

el logaritmo natural del espectro de amplitud sera igual a
la transformada de Hilbert del espectro de fase.
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Funcidon Signo

Se define la funcidn signo sgn(t) como:

+1 st t>0

e

Su transformada integral de Fourier esta dada por:

2
sgn(t) & —
9()<:>iQ
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Funcidon Signo

Calculemos la transformada integral de Fourier de la funcion signo:
+00

FT{e~*'sgn(t)} = J e~ Mt sgn(t) e~ gt =

— 00

0 +00
= je‘“(—l)e‘imdt+Jr e (+1)e Wdt =
—00 0
—00 + 00
0 0
+ oo +co

e_at€+iﬂtdt+j e—a’te—iﬂtdt :j e—at(e—iﬂt_e+iﬂt)dt —

O\ -é—oS-é-

0 0
r [ eriar_ gmin '+°° o 5
=2i| e — T dt = — 21[ e~ sin(Qt) = )

0
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Funcidon Signo

~altlsgn(t) & 22
[ Q2% 4+ 2
Tomando el limite cuando « tiende a cero:
lim e~ %t sgn(t) < 11 20
a—0 501 0% + a2
Obtenemos:
2 ()
sgn(t) Tz

O lo que es equivalente:

sgn(t) & —

iQ
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Funcidon Signo

Apliguemos la propiedad de simetria de la transformada de Fourier:
f)eFQ) = F(t) <271 (-Q)
a la funcion signo:

sgn(t) < i = E < =27 xsgn(Q)
192 It

O lo que es equivalente:

— T
— & i sen(Q) = e 219
— gn(Q)

Transformada de Hilbert



Funcidon Signo

I t>0
f={_, t<0

Transformada de Hilbert

I

I

e e ————

<

Flw)=-2i/w

£



Transformada de Hilbert

. . ., R |
Se define la transformada de Hilbert como la convolucion con la funcion —t:
T

400

HT{f(t)}zf(t)*;i:;lf

—00

f (r)dr

t—7

Convolucionar en tiempo por —1/xt, es equivalente a multiplicar en frecuencia por

I xsgn(Q) , es decir, no modificamos el espectro de amplitud, sélo estamos aplicando
un corrimiento en fase de +z/2 para las frecuencias positivas, y de —z/2 para las
frecuencias negativas.

La transformada de Hilbert produce un adelanto de la fase de z/2, por lo cual se
dice que una funcion y su transformada de Hilbert estan en cuadratura.
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Transformada de Hilbert
de senos y cosenos

p ! P +imr +m + T
I I |
x : r i ;

—i ' =i :
i-sgn{w) X sine spectrum =  cosine spectfrum
-1 sin(Qr
cos(Qt) = j ( )dr

r? (t—71)
[Py + ' +T . i
§ | ]
I ) l |
s [ e |
i-sgn(w) X cosine specfrum = —sine spectrum
. ~17¢ cos(Qr
—sin(Qt) = _[ ( )dr
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Espectro de la Funcion
Exponencial Compleja

|
Q
Espectro del sin(Qt) I T: =0 ins(Q+Q,)—ins(Q—Q,)
—{ | I-i'rr
-9 1 |
Espectro de i sin(Qt) I : Q -5(Q+Q,) +n5(Q2—Q,)
T | 'Qo
TTl I |77'
|
Espectro del cos(Qt) | Q w5(Q+Q,)+n5(Q—-Q,)
_-Qo | Qo
| 2
Espectro del cos(Qt)+i sin(Qt) 1 J 0 25 (L —Q,)
|
| -Qo

cos(Qt) + i sin(Qt) = ¥ = 275(Q — Q,)
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La Funcion Analitica

Podemos escribir a la funcion exponencial compleja de la siguiente forma:
e'™ = cos(Qt) +i xsin(Qt) = cos(Qt) —i.HT {cos(Qxt)}

Teniendo presente que cualquier funcion se puede expresar como una suma escalada
de exponenciales complejas, generalicemos esta idea y creemos una funcion compleja

a partir de una funcion real, cuya parte imaginaria tenga un retardo en fase de 90°
respecto de su parte real, es decir:

g(t) = f(t)—ixHT{f(t)}

La funcidn g(t) es conocida como funcion analitica asociada a f (t). Del mismo modo
como la transformada de Fourier de la funcion exponencial compleja es causal, la
transformada de Fourier es la funcion analitica es causal también.
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La Funcion Analitica

FT{gt)=f(t)-iTH{f(t)}}
G(Q) = F(Q) - i[i.sgn(Q)]F(Q)
G(Q) = F(Q)[1+5sgn(Q)]

G(Q) = 2F(Q)) si Q>0
( )_{O si Q<0

Dada una funcidn en tiempo cuya parte imaginaria sea igual a menos la transformada
de Hilbert de su parte real, su transformada de Fourier sera causal.
Analogamente, si una funcion temporal es causal, la parte real e imaginaria de su

transformada de Fourier estaran vinculadas por la transformada de Hilbert.
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La Funcidon Envolvente

Se define a la envolvente E(t) de una funcion f (t) como el médulo de su funcion
analitica:

E® =[g@) = O +(HT{ O}

En aquellos puntos donde la funcion y su envolvente se tocan, la envolvente E(t)
sera tangente a la funcion f (t). Dado que la envolvente es claramente mayor o
igual gue la funcion en todo punto, la envolvente circunscribe a la funcion,
propiedad que le da su nombre.
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Transformada Generalizada
de Hilbert

Aplicar un adelanto arbitrario de la fase ¢, es decir multiplicar en el dominio de
las frecuencias por e'*%"“” | es conocido como transformada generalizada de

Hilbert;

¢

GHT { f (t),g} = Cos(g)x f(t) +Sin(g)>< HT { f (t)}

f2(t) =cos(&)x f(t)+sin(g)x f2(t)

Es facil de ver que la aplicacion de la transformada generalizada de Hilbert no
modifica a la funcion envolvente. Es decir que la funcion envolvente de f (t),
circunscribira a todas las funciones f “(t) que se obtengan aplicando un adelanto
constante y arbitrario de la fase.
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Coeficientes de reflexion complejos

*
Cuando un rayo incide en una superficie de discontinuidad con un angulo mayor al
angulo critico, la expresion que nos permite obtener el coeficiente de reflexion nos da
un valor complejo. En esta situacion no se transmite energia a la capa subyacente,
toda la energia es reflejada hacia arriba. Esto es llamado reflexion interna total, y a
diferencia de las reflexiones precriticas en las que la forma de onda no cambia, en las
reflexiones postcriticas la forma de la onda es distorsionada. Esto se produce por la
multiplicacion con un coeficiente de reflexion complejo r = |r| exp(ip). En el dominio
de las frecuencias esto es equivalente a multiplicar por |r| exp(ie Q/|Q|) donde ¢ es el
cambio de fase constante entre el rayo incidente y el reflejado. Un corrimiento de fase
positivo para las frecuencias positivas y negativo para las frecuencias negativas
produce un avance de la fase. El signo del corrimiento en fase debe cambiar para que
la sefial en frecuencia siga siendo hermitiana y para que en tiempo siga siendo real.

Un coeficiente de reflexion r = i para las frecuencias positivas y r = —i para las
negativas, corresponde a un avance de la fase en w/2, es decir a la transformada de
Hilbert. Un corrimiento ¢ arbitrario de la fase corresponde a la transformada
generalizada de Hilbert. El signo del corrimiento en fase depende del signo de la
exponencial compleja utilizado en la definicion de la transformada de Fourier.
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Amplitud, Fase y
Frecuencias Instantaneas

¢

La amplitud instantanea de una sefial no es otra cosa que la funcion envolvente E(t).
Se define a la fase instantanea ¢. . (t) de una sefal f (t) como:

Dinst (t) = _arCtg ( ffzét))J

La funcion y su transformada de Hilbert se pueden expresar en funcion de la
envolvente y de la fase instantanea del siguiente modo:

f(t) = E(t) x cos( @y (1))

f f(t) — _E(t) X SIN (¢inst.(t))
La frecuencia instantanea esta dada por la derivada de la fase instantanea respecto del

tiempo:

Q. (t) — dgoins.t.
Transformada de Hilbert nst. dt 16



Descomposicion Par / Impar

*
Toda funcion f (t) se puede descomponer como la suma de una funcion par f (t), mas

una funcion impar f, (t) :
ft)=f,(t)+ f(t)

Donde:
f(t)+ f(-t)

(fp(t):

Si f (t) es una funcion real, cuya transformada de Fourier esta dada por:
FT{f(t)} = F(Q)=Re{F(Q)}+ilm{F(Q)}
Entonces por las propiedades de simetria de la transformada de Fourier:

{Re{F(Q)} =FT{f,®)} =F,(Q)

iIm{F(Q)} = FT {f,(t)} = F.(Q)

Transformada de Hilbert 17



Espectro de una
Funcidon Real y Causal

Si f (t) es una sefial real y causal,

Causal Function

es facil de ver que:
f (t) =sgn(t) x f;(t)

fi(t) =sgn(t) x f (t)
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Espectro de una
Funcidon Real y Causal

Si f (t) es una sefial real y causal, entonces:
f (t) =sgn(t) x f(t)
fi(t) =sgn(t) x f (t)
Tomando transformada de Fourier a esta ecuaciones, teniendo en cuenta que

sgn(t) < i obtenemos: 5
= Fo(©Q) == *F Q)
|

F(Q) = %* F (@)

La TF de las funciones pares e impares son iguales a la parte real y a la parte imaginaria
respectivamente, de la TF de la funcién original, entonces obtenemos:

Re F(Q) =%*i ImF(Q)

IHIMF(Q) = _i* Re(Q)
Transformada de Hilbert 1€2 19



Espectro de una
Funcidon Real y Causal

ReF(QQ) = é*l ImF(Q)

M F(Q) :%*Re(ﬂ)

Teniendo en cuenta que cuando convolucionamos en el dominio de las frecuencias nos
aparece un factor 1/2 7, obtenemos:
ImF (U)

ReF(Q)_—j dv =—HT {ImF(Q)}
—U
_-17ReF(),
ImF(Q)=— | o, dv=HT{ReF(Q)}

Esto demuestra que si la funcion f (t) es real y causal, la parte real y la parte imaginaria
de su transformada de Fourier, estan vinculadas por la transformada de Hilbert.

Del mismo modo si la parte real e imaginaria de la TF de una funcion estan vinculadas
por la transformada de Hilbert, la funcion debe ser necesariamente causal.

Transformada de Hilbert 20



La Transformada de Hilbert y la
Transformada Discreta de Fourier

Si tratamos de aplicar lo discutido hasta ahora sobre la transformada de
Hilbert a senales digitales y queremos aprovechar las ventajas de la
transformada discreta de Fourier, nos encontramos con dos problemas.
El primero es qué queremos decir con causalidad, ya que cuando
utilizamos TDF las sefiales son periodicas en ambos dominios y por lo
tanto no pueden ser causales. Sin embargo, definiremos causalidad en
el contexto de la TDF como aquella sefal discreta que es cero en la
primera mitad de cada periodo. El segundo problema estéa relacionado
con el teorema de “Banda Limitada / Tiempo Limitado”. Por este
teorema sabemos que la sefal que no se extiende desde —®© a +* en
un dominio, tendra que hacerlo en el otro dominio. Por lo tanto una
sefal causal en el dominio del tiempo tendra que contener
necesariamente todas las frecuencias, lo cual nos lleva a preguntarnos:
¢, Como podremos implementar la transformada de Hilbert mediante la
Transformada Discreta de Fourier?

¢
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La Transformada de Hilbert y la
Transformada Discreta de Fourier‘

La respuesta es que la “Transformada Ideal de Hilbert”, del mismo modo
gue un filtro pasa-bajos ideal o filtro diferenciador ideal, son conceptos
valiosos en la teoria del continuo que soélo pueden ser implementados de
manera aproximada en forma digital. El disefio de operadores digitales
gue apliguen la transformada discreta de Hilbert debera realizarse con las
mismas técnicas que describimos para disefar filtros de frecuencias,
como por ejemplo el uso de ventanas o0 zonas de transicion. Debido a
gue el operador en tiempo que aplique la transformada ideal de Hilbert
serda infinitamente largo a causa de la discontinuidad de su respuesta en
frecuencia en el origen, cualquier implementacion practica del operador
discreto debera truncarla de alguna manera, dando Unicamente
resultados aproximados. La respuesta en frecuencia del operador
truncado tendra la respuesta en fase exacta, pero la respuesta en
amplitud tendra ripple. La alternativa es realizar la transformada de
Hilbert en el dominio de las frecuencias tolerando los errores introducidos

por la transformada discreta de Fourier.
Transformada de Hilbert 22




El Operador Ideal de la
Transformada Discreta de Hilbert‘

La respuesta impulsiva infinita de la Transformada Discreta de Hilbert es lo que se
denomina un filtro digital de cuadratura q,. Su respuesta en frecuencia ideal esta
dada por:

Q@) = e”“"—lﬂ—msgn(w) {H st O<w<z

Como sabemos Q(®) es una funcion continua y periodica de la frecuencia de periodo
27,y su transformada discreta inversa esta dada por:

+7 0 +7
qy = i j Q(w)edw= % j (—i)e‘“’”dawi ! ()e'“"dw

—1 sl —7<w<0

1 ”- +iwn 1 ﬂ- —iwn I T +iwn —iwn
qn:ﬂ!'e da)—z_c[le da):L_[(e —e")do

271

q, = ;Tsin(a)n)da) — %I:COS(YVZ')—].]

0 Si n es par o cero
4, = . ] — 0 <N<K+400
—2/7n si n es impar
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El Operador Ideal de la
Transformada Discreta de Hilbert ‘

i xq, Q(w)

+i

— on|—

(a) El operador discreto ideal y su espectro. (b) El espectro de amplitud del
operador truncado. Su espectro de fase es exacto.
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Relacion entre los espectros de amplitud
y de fase de una sefial de fase minima

Consideremos el siguiente dipolo de fase minima:
X, =(L—a) donde |a|<1
Su transformada Z esta dada por:
X(z)=1-az
Tomemos el logaritmo natural de la transformada Z:
X(2)= In 1- az = ia— "
n-1 [
Este desarrollo en serie es convergente si \a\ <1
Ahora tomemos transformada Z inversa:

O sI n<0
X, = a" .
n ~Z_ si n>1
n

Es decir que si x, es de fase minima, entonces x,,es causal.

Transformada de Hilbert
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Relacion entre los espectros de amplitud
y de fase de una sefial de fase minima

Si X, es causal, entonces:

Re X(w)=HT ‘{Im)?(w)'}

Pero como:
X(w) =In[X(@)]=In|X (®)| +ixarg[ X ()] = In|X (@)| +i x ¢, (w)

Entonces si x, es de fase minima:

In|X ()| = HT {4,(@)]
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Relacion entre los espectros de amplitud
y de fase de una sefial de fase minima

*
Esta demostracion se puede generalizar para una secuencia de fase minima de longitud
arbitraria: ( 02 X0y X, Xy 1)
N-1 N-1
X(2)=) x2"=]](1-z2) si X, =1

n=0 k=1

X(z) =In[X(2)]= In{

Si |, | <1 parak =1,N —1, entonces:

N-1 o _al? i o0 N—l_aE i
X(2) =In[X(z)]= ;; -z =nzz;k:l 2
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Relacion entre los espectros de amplitud
y de fase de una sefial de fase minima

Es decir que si x, de longitud arbitraria N es de fase minima, entonces %,
es causal, por lo tanto el logaritmo natural del espectro de amplitud esta
relacionado con el espectro de fase por la transformada de Hilbert,

es decir:

In|X (0)| = HT {g,(w)}|  six, esde fase minima.
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