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Transformada Z

Definicion:

Dada una secuencia X, = (X,, X, X,,..., Xy_;) de longitud N definimos a su

transformada Z como el polinomio en z de grado N —1:
N-1

X, 2"
k=0

X(2) =Xy + X Z+X, 2% +.. .+ Xy, 2"

Indicaremos de las siguientes maneras que X (z) es la transformada Z de x :
X, < X(2)

X(z)=2Z{x,}
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Operador de retardo unitario Z

La variable compleja z se puede interpretar como un operador que introduce
un retardo unitario:

X = (Xgr X0y Xpreoy Xyg) < X(2) = Xy + X Z+X,2° +. o+ X2

X 1 = (0, X, Xy Xyre oy Xy g ) € ZX(2) = XoZ + X, Z° +X,2° +.. .+ Xy 42"

X 1= (X X, Xpevy Xy g) € 27X (2) = XgZ ™+ X+ X2+ X 22+ Xy (27

T

En general:

X < 2"X(2)
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Teorema de Convolucion

Dadas dos secuencias a, y b, y sus transformadas Z A(z) y B(z), el producto de las
transformadas Z es igual a la transformada Z del producto de convolucion entre las
mismas secuencias, es decir:

A(z)B(z) =Z{a,*b,}

Esto mismo lo podemos expresar de la siguiente manera, convolucionar dos secuencias
en el dominio del tiempo es equivalente a multiplicarlas en el dominio de las
transformada Z:

a . *b, < A(z)B(z)
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Teorema de Convolucion

Demostracion:
Sea:

c,=a,*b, < C(z2)=> ¢z

Cuando multiplicamos dos polinomios multiplicamos cada uno de los términos de un
polinomio por todos los términos del otro y sumamos los productos que tienen la misma
potencia de z, esto es lo mismo que hacemos cuando convolucionamos:

c,z"=> azb 2" =) ab, 2"
k k

Si N y M son las longitudes de a. y de b, respectivamente, es facil de ver que la longitud
dec, seraigualaN +M —1.
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Diagrama de Convolucion

bO bl b2 b3 b4

a,| ab, ab ab, ab, apb,
Cl /aibl / /aib
a, %q/gq %@/ab/ém

Cn = ; ak bn—k

Cy = ayh,

C, = a,b, +ab,

C, =a,b, +ab +a)b,
C; =a,b, +ab, +a,b
c, =a,b, +ab, +a,b,
C; =ab, +ab,
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Sistemas en Cascada

¢

Dados dos SLI con respuestas impulsivas f. y g., coloquémoslos en cascada del

siguiente modo:

X

n

_>
X(2)

f

n

F(2)

X *f
g,
- - G(2)
X(2)F(2)

Yo =% 1,9,
%
Y(z)=X(2)F(2)G(z)

Estos sistemas en cascada seran equivalentes a un Unico sistema con respuesta
Impulsiva h, = f_ *g. ytransformada Z H(z)=F(z)G(z) :

Transformada Z

N
X (2)

hn = fn*gn

H(z) = F(2)G(2)

yn = Xn*hn
%
Y(z)=X(2)H(2)



Factorizacion de la TZ

Dado un SLI con respuesta finita h. de longitud N, el teorema fundamental del algebra nos
dice que la transformada Z de h_, un polinomio en z de grado N —1, posee N —1 raices o
ceros o, Yy puede ser factorizado en N —1 factores:

H(z)=h,+hz+hz’+...+h, 2" ' =h _(z-a)(z-a,)(7-)...(2— )
Esto mismo expresado en el dominio del tiempo queda:

hn = (hO’ hl’ h2’°“’hN—1) = hN—1(_a1’1)*(_a2’1)*(_053'1)*---*(_aN—lfl)
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Factorizacion de la TZ

Utilizando diagramas en bloque tenemos:

X, > h |—>V

n

Este sistema es equivalente a N —1 sistemas de respuesta impulsiva de
longitud 2 colocados en cascada:

X, — 2L (o, )| = | (. )| = |(~a5, )| = = (a1, D | = Y,

n

Es decir que podemos descomponer el sistema con una respuesta impulsiva
de longitud N en N —1 sistemas con respuesta impulsivas de longitud 2 mas
un factor de escala.

Los sistemas con respuesta impulsiva de longitud 2 son llamados cuplas o dipolos.
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Factorizacion de la TZ

Otra forma de factorizar H(z) es la siguiente:

H(z) = hg+ hyz + hyz® + -+ hy_1Z"" 1 = h (1—i)<1—i)<1—i)---<1— . >
0 1 2 N-1 0 a a, asy aN-1

Esto mismo expresado en el dominio del tiempo queda:

h (hg, hy, h hy_1) = hy| 1 1 1 1 1 ! 1 1 1 !
—_ coe —_— —_— %k _— %k _— *k _— K oeee 3k
n 0,151, 152, » TPN—-1 0 ’ a ’ ay ) ay ’ as ,aN—l

Esta forma de factorizar difiere de la anterior en el valor del factor de escala.

Esto que hemos realizado para respuestas impulsivas podria también efectuarse para
sefales finitas. Por lo general, tanto las sefiales como las respuestas impulsivas toman
valores reales, por lo tanto las raices de sus transformadas Z o bien seran reales o se

presentaran de a pares complejos conjugados.
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Operadores Inversos

En general nos referiremos a las respuesta impulsivas como operadores.
Dado un operador h_, diremos que h_* es su operador inverso si solo si:
h,*ht =6,

Aplicando transformada Z, obtenemos:
H(z)H ' (z) =1
Es decir que la transformada Z del operador inverso es simplemente:

1
H™(z2)=——
H(z)
Dado que cualquier secuencia de longitud N puede ser descompuesta en la
convolucion de N —1 dipolos, comenzaremos estudiando el operador inverso

de una cupla o dipolo para luego generalizar nuestras conclusiones.
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Operador Inverso de un Dipolo

Consideremos la siguiente transformada Z de una cupla o dipolo:

H(z)=1-kz donde k =1
(04

La transformada Z del operador inverso esta dada por:

1 1
H(z) 1-kz

H™(2)

Para comprender el significado de este operador inverso consideremos el siguiente sistema:

h?t y, =h**x

X@ | = | Y@= X@)
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Operador Inverso de un Dipolo

-1
yn = hn *Xn
Tomamos transformada Z:

Y(2)= H*(z)X(z):ﬁX(z)

Y(z)(1-kz) = X (2)
Y (z)-kzY (z) = X(2)

Ahora tomemos transformada Z inversa:
yn - kyn—l = Xn

yn = Xn + kyn—l

Es decir que el operador inverso de un dipolo puede verse como un sistema autorregresivo
de primer orden AR(2).
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Operador Inverso de un Dipolo

Una forma de encontrar el operador MA equivalente a este operador AR(1), es la siguiente:
Yo =X+ kyn—l
Yna =Xt kyn—Z
Yoo = X0 o HKY, 3
Y3 =Xgt kyn74
Ynoa =Xa t kyn—5
Yns = X5 T kyn—ﬁ

Reemplazando en cada una de estas ecuaciones, la salida anterior realimentada en la entrada, por la
salida de la ecuacion siguiente, obtenemos:

y. =x +k (xn_1 +k (xn_2 +k (xn_3 +K (X, +K (X5 + kyn_s)))))

y, =X +kx  +k*x , +k3X +k*X _, + KX+ KX e
Yo = S KIx, =% %k K2 KR KKK KT, ) = X, *h?

=0

h*=@,k,k*k* k" k> K°k',..)
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Operador Inverso de un Dipolo

¢

Otra manera de encontrar el operador MA equivalente al operador AR(1), es utilizando la
serie geométrica para desarrollar en potencias de z la transformada Z del operador inverso:

T :i(kz)”=1+kz+k222+k3z3+k4z4+-~
—KZ n=0

Esta serie es absolutamente convergente si \kz\ <1, pero si evaluamos la transformada

H™(2)=

Z sobre el circulo unidad |z| =1, seré convergente si |k| <1, o lo que es equivalente
Si ‘a‘ > 1.
Tomando transformada Z inversa a la serie geométrica obtenemos el operador inverso
de la cupla o dipolo en el dominio del tiempo:

h*'=@1,k k%K’ k*k®..)
El precio pagado por evitar la realimentacion recursiva del operador AR(1) es la
utilizacion de un operador MA de longitud infinita.
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Operador Inverso de un Dipolo

Convergencia:

La condicion de convergencia del operador inverso, infinito y causal puede ser vista
de tres maneras equivalentes:

1- EI modulo de k debe ser menor que uno:
k| <1 donde h. = (1,—k)

2- EI médulo del primer elemento de la cupla debe ser mayor que el modulo del
segundo elemento:

P[> |1y donde h, = (h,,h), a:_&
h,
3- La transformada Z de la cupla o dipolo tiene su cero o raiz fuera del circulo unidad:
| > 1 dondeaziz—%
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Dipolo de Fase Minima

Definicion:;

Llamaremos cupla o dipolo de fase minima o de minimo retardo a aquella cupla o dipolo cuya
transformada Z tiene su cero fuera del circulo unidad.

Como hemos visto las cuplas o dipolos de fase minima admiten inversas causales y estables. Si la
cupla no es de fase minima la inversa causal no es estable.

Por el contrario llamaremos cupla o dipolo de fase maxima o de maximo retardo a aquella cuya
transformada Z tiene su cero dentro del circulo unidad.

Una cupla que tenga su cero sobre el circulo unidad no es de fase minima ni de fase maxima y
veremos mas adelante cuales son las consecuencias de ello.
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Inversa de un Dipolo de Fase
Maxima .

Cuando el dipolo es de fase maxima tendremos que \k\ >1, por lo tanto la inversa causal no

es estable. Sin embargo podemos encontrar una inversa anticausal que si sea estable:

l1-kz kz|,_ 1 k
L kz ]
-1 -1&( 1 ’ -1 1,1 2,-2 -3,-3 4,4
H (z):k—z = :k—[1+k 7 kP 4k ek
z =\ kz Z

Tomamos transformada Z inversa:
hn‘1 =(..,—k>,—k™,—-k>,-k?,-k™,0)
T

Para lograr que el operador inverso del dipolo de fase maxima sea estable hemos tenido que
hacerlo anticausal, es decir, que la salida actual dependa de los infinitos valores futuros que
se presenten en la entrada, por lo cual es fisicamente no-realizable.
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Generalizacion

Definiciones:

Diremos que una secuencia finita es de fase minima o de minimo retardo si su transformada Z
tiene todos sus ceros fuera del circulo unidad. Por el contrario, diremos que es de fase maxima
0 de maximo retardo si su transformada Z tiene todos sus ceros dentro del circulo unidad.

Si tiene ceros tanto dentro como fuera del circulo unidad diremos que es de fase mixta.

Una secuencia de fase minima de longitud N se puede descomponer en la convolucion de
N —1 dipolos de fase minima, y su inversa se puede descomponer en la convolucién de N -1
secuencias causales y estables, por lo tanto su inversa estable sera causal:

hn = (1’ _kl)*(li _kz) * (l’ _ks) FeoF (l’ _kN—l)

ht =Lk k2K )*LK,, K2 KD, )* L (LK ke LK )
Analogamente si la secuencia de longitud N es de fase maxima su inversa estable sera anticausal.
Mientras que si la secuencia es de fase mixta su inversa estable tendrd componentes tanto causales
como anticausales, es decir su salida actual dependera tanto de las entradas pasadas como futuras.
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Fraccidon Racional de Polinomios

La forma mas general de expresar la transformada Z de un sistema ARMA(M,N) es
A(z)

mediante la division de dos polinomios S(z) = m la cual puede ser factorizada
Z
de la siguiente manera:

_ A(z) _ (Z2-a)(2-a,)(2-a)(Z-ay)
B(z) (z—-p8)(z-5,)(2-5:)z—py)

S(2)

El numerador es siempre causal mientras que el denominador por lo general sera de fase
mixta y para asegurarnos estabilidad tendremos que expandirlo en infinitos términos en
el pasado y en el futuro, luego multiplicar por el numerador y finalmente aplicar la
transformada Z inversa para obtener la respuesta impulsiva estable del sistema.
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Fraccidon Racional de Polinomios

Si el denominador B(z) es de fase minima, es decir los polos de S(z) estan fuera del
circulo unidad, la respuesta impulsiva es causal y estable.

Si tanto los polos como los ceros de S(z) estan fuera del circulo unidad la respuesta
Impulsiva sera causal estable y de fase minima, ya que la inversa de una secuencia de
fase minima es de fase minima y el producto de dos secuencias de fase minima es de

fase minima.

Que una secuencia sea causal y estable no implica que sea de fase minima.

Solamente son de fase minima aquellos sistemas que tienen tanto sus ceros como sus
polos fuera del circulo unidad.
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Clasificacion de Sistemas

Transformada Z

Todos los sistemas.

A 4

Sistemas inestables.

Sistemas estables
representados por
fracciones racionales.

A 4 A 4

Sistemas causales y
estables con
denominador de fase
minima.

Sistemas estables
no-causales.

A 4 A 4

Sistemas causales y
estables de fase
no-minima.

Sistemas causales y
estables de fase
minima.
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Sistemas Fisicos Reversibles

La principal importancia de los sistemas de fase minima es su relacion
con los sistemas fisicos que son reversibles. Para que un sistema fisico
sea reversible no alcanza con que sea causal y estable, tiene que ser
también de fase minima. Esto se debe a que si el sistema es reversible,
tiene gque tener una inversa causal y estable, lo cual solo es posible
cuando el sistema es de fase minima. Es decir, existen consideraciones
fisicas por las cuales algunos sistemas deben ser de fase minima.
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Sistemas Fisicos Reversibles

Un hecho sumamente desafortunado y de profunda importancia en analisis de
sefales, es el que los sistemas analdgicos de fase minima no siempre preservan esta
condicion cuando los discretizamos.

La condicion de fase minima esta ligada a la estabilidad numérica de los distintos
esquemas computacionales que podemos implementar para resolver un problema
de deconvolucion o de ecuaciones de diferencias, por lo cual tiene un papel de
central importancia en el procesamiento de sefales digitales.

La transformada Z, mediante una simple expansion en serie geometrica, nos ha
permitido convertir la accion recursiva o auto-regresiva de la inversa de una cupla,
en un operador equivalente de promedio movil de longitud infinita. Como
consecuencia esta expansion nos permite relacionar la condicion de fase minima
con un aspecto fisico central como es la causalidad.
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