Andlisis de Seifiales

Preguntas Claves — Clase 9

Filtros Inversos v Deconvolucién

1. ¢Cuando diremos que un sistema o que una sefial son invertibles?
En la primer clase de este curso, cuando estudiamos cinco propiedades de especial interés de

los sistemas: linealidad, invarianza, estabilidad, causalidad e invertibilidad. Dijimos que un
sistema en el que la entrada x, ylasalida y, estan vinculadas por alguna operacion, que

de manera genérica expresamos del siguiente modo:

Ya=S(x,]
El sistema sera invertible si es posible hallar otro sistema que nos permita expresar la
entrada en funcion de la salida. Es decir, si existe el sistema inverso que defina la siguiente

operacion:
X,=8"{y,)

En particular si el sistema invertible es lineal e invariante con una respuesta impulsiva h, ,
entonces estas relaciones pueden expresarse del siguiente modo:

yn:Xn* hn

En este caso diremos que el sistema lineal e invariante es invertible, si existe la respuesta
. . . . . . . -1 .
impulsiva del sistema lineal e invariante inverso h, , que satisfaga:

_ -1
Xn_yn*hn

Es decir, que la respuesta impulsiva del sistema h, y la respuesta impulsiva del sistema
inverso h," , deben cumplir la siguiente condicién:

Xn:yn*hglzxn*hn*hgl
h,xh, '=§,

Lo cual expresado en el dominio de las respuestas en frecuencia se puede escribir de la
siguiente manera:
H(w)x H '(w)=1

En consecuencia el operador inverso se podria obtener de la siguiente manera:

eioon d(D

hHIZi} Hil(co)eiw”dwz—jﬁ

Esto implica resolver una integral, lo cual no es lo que habitualmente haremos.
Recordemos ademas que la propiedad de invertibilidad no es exclusiva de los sistemas, sino
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que podemos hacerla extensiva a las sefiales. Es decir, dada una sefial x, su sefal inversa

x,' debe cumplir:

71_
Xn*xn _5n

Nos referiremos a una ondicula como una sefial que tiene un origen definido, energia finita y
una longitud determinada. En métodos sismicos de prospeccion el concepto de ondicula se
asocia al de la firma de la fuente. En esta disciplina es de particular interés encontrar el
operador inverso de la ondicula, el cual nos permitira colapsar la ondicula y mejorar la
resolucion vertical de este método de exploracion geofisica. Sin embargo, las firmas de las
fuentes son sefiales de banda limitada, cuyas transformadas Z tienen ceros sobre el circulo
unidad. En rigor matematico si una sefial tiene un cero en su espectro de amplitud, su
operador inverso no existe, sin embargo veremos como encontrar soluciones de compromiso
a este problema.

2. ¢Qué entiende por deconvolucionar?

Podemos pensar a la deconvolucion como la operacion inversa a la convolucion.
Es decir, dada una sefial c,=a, *b, podriamos deconvolucionarla, para recuperar tanto

. . e . -1 -1
a, como b, apartirde c, ,siconociéramos los operadores inversos b, y a,

n

respectivamente:
-1
a,=c,*b,

-1
b,=c,*a,

Cuando estudiamos filtros elementales y transformada Z vimos que el operador inverso de
un dipolo, la mas simple de las secuencias, es un operador de longitud infinita. Para el caso
de un dipolo de fase minima h,=(1,—k) , su inversa causal y estable esta dada por:

h,'=(1,k, kK, KCk* K K8 kK K K,

Es decir que si la inversa de un dipolo es un operador infinito y cualquier sefial de longitud
arbitraria N se puede descomponer en el dominio de la transformada Z como la
factorizacion de N—1 dipolos mas un factor de escala, entonces el operador inverso de
una secuencia de longitud arbitraria N sera siempre infinito.

3. ¢Cual es la sefial que verdaderamente nos entrega un instrumento de registracion y como
prodriamos recuperar la sefial original presente en la entrada del sistema de registracion?

Las sefiales con las que habitualmente trabajamos en geofisica son sefiales anal6gicas de
banda limitada, que para poder registrarlas y guardarlas en un formato digital debemos
digitalizarlas, es decir discretizarlas y cuantizar su amplitud. Si al digitalizarlas cumplimos
con ciertas condiciones, como por ejemplo con el criterio de Nyquist-Shannon para elegir el
intervalo de muestreo, nos sera posible recuperar la sefial analdgica a partir de la sefial
digitalizada.

La respuesta impulsiva h, de un instrumento de registracion nunca es un impulso unitario:

h,#8, o H(w)=|H(w)e"* #1¢"°
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Es decir que la consecuencia de que la sefial analdgica pase por nuestro sistema de
registracion no sera unicamente la digitalizacion, sino que ademas la sefial se vera
distorsionada por la respuesta impulsiva h, del instrumento, tanto en su espectro de
amplitud como de fase. Para recuperar la sefial original deseada es necesario conocer la
respuesta impulsiva h, del instrumento, la cual habitualmente es proporcionada por el

. . -1 . . .,
fabricante, y debemos calcular el operador inverso h, del sistema de registracion:
_ -1
Xp= yn* hn

Si la respuesta en frecuencia H(w) del instrumento se anula para alguna frecuencia
presente en la sefal de entrada, entonces nunca podremos recuperar esa frecuencia de la
sefial de entrada.

4. ¢Cudl es el problema de deconvolucionar en el dominio discreto de las frecuencias?

Dado un operador de convolucion en tiempo f, , queremos hallar el operador inverso
. tal que:
—1
fn*fn :6n

Para no tener que trabajar con la transformada de Fourier del operador discreto, es decir con
su respuesta en frecuencia F(w) , nos podemos ver tentados a trabajar con la
transformada discreta de Fourier, es decir, tomamos TDF a la expresion anterior y
obtenemos:

F, X F,'=1

Entonces si: F,=|F,]e” = F?:ie*i“’k = f.'=TDF '[F,']

|Fil

Si para alguna frecuencia ®, resultaque F,=0 entonces el operador f,' no existira.
El problema de este razonamiento es que esta basado en el teorema de convolucién de la
transformada discreta de Fourier, el cual solo es valido para convolucién circular. Si la
convolucion es circular y la transformada discreta de Fourier no tiene ceros en su espectro
de amplitud, entonces este razonamiento nos permitira encontrar un operador exacto de
deconvolucién circular, excepto en algunas situaciones que aqui no detallaremos.

Sin embargo, habitualmente trabajaremos con convolucién lineal y el operador f,' sera de
longitud infinita, por lo tanto para emular la convolucion lineal con la transformada discreta
de Fourier deberemos agregarle infinitos ceros a la secuencia f, en tiempo, antes de ir al
dominio de la transformada discreta de Fourier, una vez en el dominio discreto de las
frecuencias debemos calcular el reciproco del espectro, luego tomar la transformada discreta
inversa para finalmente obtener el operador inverso de longitud infinita f,'=TDF '{F}']
Obviamente, no es posible agregar infinitos ceros a la secuencia f, antes de ir al dominio
discreto de Fourier, es decir no es posible calcular el operador inverso infinito de esta
manera.

5. El operador inverso es siempre un operador infinito. También estudiamos que era infinita la
respuesta en tiempo de un filtro ideal de frecuencias. ¢Cual es la diferencia entre la respuesta
impulsiva de un filtro ideal de frecuencias truncado y un filtro inverso infinito truncado?
Esta diferencia es la que hace necesaria la implementacién de los filtros Wiener inversos.
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Cuando estudiamos filtros pasa-bajos ideales vimos que la respuesta impulsiva infinita en
tiempo del filtro pasa-bajos ideal, truncado a una longitud 2N+1 , era Optima segtn el
criterio de los cuadrados minimos, aunque debemos recordar que por mas largo que
hagamos el operador truncado el fendmeno de Gibbs no puede ser atenuado.

Esto no sucede con el filtro inverso infinito truncado, es decir no es un filtro 6ptimo en
sentido de los cuadrados minimos como si lo es el filtro pasa-bajo ideal truncado.

Veremos como disefiar un operador que intente hacer el trabajo de un operador inverso, que
sea de longitud finita y que sea 6ptimo segun el criterio de los cuadrados minimos.

6. ¢Qué es un filtro Wiener? ;Qué es un filtro conformador o shaping filter?

Dada una sefial x, delongitud M , deseamos disefiar un operador lineal e invariante
f, delongitud N , que al convolucionarlo con la sefial x, intente convertirla en otra

seflal deseada d, .Nuestro operador f, nunca logrard convertira x, exactamente en
d, , pero si podemos pedirle que haga un trabajo 6ptimo segtn el criterio de los

cuadrados minimos. Con este proposito planteamos la siguiente funcioén objetiva a

minimizar:
N+M—-1 N-1 2
o(f.)= > |d,—D.f,x.,| =minimo
k=0 n=0

Al derivar esta funcion objetiva a minimizar respecto de cada uno de los N elementos de
f, eigualar cada una de estas derivadas a cero, obtendremos un sistema de ecuaciones

normales con N ecuacionesy N incognitas, que nos permitira obtener el operador
optimo f, delongitud N . Este sistema de ecuaciones normales se puede expresar en

notacion matricial de la siguiente manera:
_ 1
(’-Dxxf_(pxd = f_(pxx (I)xd

Donde @,, esla matriz de autocorrelacion de la entrada x, , @, es el vector columna
de correlacion cruzada entre la entrada x, y lasalidadeseada d, ,y [ esun vector
columna que contiene los elementos del operador 6ptimo buscado f, .

El operador f, se conoce con el nombre de filtro Wiener o filtro conformador.

El hecho de haber minimizado la suma de los residuos al cuadrado es completamente
arbitraria, podriamos haber utilizado cualquier otra norma de optimizacién, sin embargo la
norma L2 permite obtener una solucion conveniente de manera sumamente sencilla.

7. ¢Qué es un filtro Wiener inverso? ¢Qué ventaja tiene sobre el filtro inverso truncado a la
misma longitud?

En el caso particular en el que la salida deseada del filtro Wiener sea un impulso unitario

d =6, diremos que es el filtro Wiener es un filtro Wiener inverso f=®_ &, .La
ventaja del filtro Wiener inverso respecto del filtro inverso infinito exacto truncado a la
misma longitud, es que el filtro Wiener inverso es un filtro 6ptimo en el sentido de los
cuadrados minimos. En consecuencia la suma de las diferencias al cuadrado entre la salida
del filtro inverso y la salida deseada, sera menor para el filtro Wiener inverso que para el
filtro inverso exacto truncado a la misma longitud.

Prof. Ricardo C. Rebollo Fac. de Cs. Astronomicas y Geofisicas - UNLP



8. ¢Cuando un filtro Wiener inverso es causal y cuando es de fase minima?

Analogamente a lo que sucede con los filtros inversos, un filtro Wiener inverso sera causal
cuando la entrada sea de fase minima, serd anticausal cuando la entrada sea de fase maxima
y sera no causal, es decir tendra componentes con memoria y componentes anticipativas o
sin memoria, cuando la sefal sea de fase mixta.

Los filtros inversos, los filtros inversos truncados y los filtros Wiener inversos de sefiales de
fase minima, también seran filtros de fase minima.

Ademas, analogamente a lo que sucede con los filtros inversos, los filtros Wiener inversos
de entradas de fase maxima seran anticausales y los filtros Wiener inversos de entradas de
fase mixta tendran componentes de memoria y componentes anticipativas o sin memoria.
Sin embargo, veremos como retrasar el impulso unitario de la salida deseada, segun sea la
fase de la entrada, para trabajar siempre con filtros Wiener inversos causales
independientemente de la fase de la entrada, y de esta manera evitar trabajar con subindices
negativos.

Es importante recordar que la fase de un filtro Wiener inverso de una sefial de entrada de
fase minima es de fase minima y en este caso debemos colocar el impulso unitario de la
salida deseada a lag cero.

9. ¢Cudl es la ventaja de suponer que la sefial que deseamos deconvolucionar es de fase
minima a la hora de disefiar al filtro Wiener inverso?

Si suponemos que la sefial de entrada es una sefial de fase minima, entonces debemos
colocar el impulso unitario de la salida deseada a lag cero. La consecuencia de esto es que el
vector de correlacion cruzada entre la entrada y la salida deseada sera un vector de la misma
longitud que el filtro Wiener inverso e igual a:

®,,=(x,00000---0"

Si s6lo conocemos la autocorrelacion de la sefial de entrada @,, pero no conocemos la

X.
sefal de entrada x, ,tampoco conocemos x, , entonces en el primer elemento de @
ponemos un 1 seguidode N-—1 ceros, esto nos permitira obtener nuestro operador
Wiener inverso salvo un factor de escala.
La matriz de autocorrelacion no tiene informacion del espectro de fase de la entrada, la
informacion de fase minima la estamos incorporando al colocar el impulso unitario a lag
cero. Delas 2"™" secuencias equivalentes de longitud M que tienen la misma
autocorrelacion este operador s6lo deconvolucionara correctamente a la secuencia de fase
minima equivalente. Si se lo aplicamos a cualquiera de las secuencias equivalentes restantes
blanqueara el espectro de amplitud de la salida pero su espectro de fase estara mal, no sera
cero ni lineal.
Es decir que la ventaja de suponer que la entrada es de fase minima es que podemos calcular
el operador inverso, salvo factor de escala, conociendo tinicamente la autocorrelacién de la
entrada. No necesitamos conocer la entrada, solo su autocorrelacion.

10. ¢Que precaucion debemos tomar al disefiar filtros Wiener inversos de sefiales que son de
fase cero, maxima o mixta? ;De qué informacion adicional debemos disponer para poder

hacer el disefio?

Como ya hemos mencionado el filtro Wiener inverso de una sefial x, de longitud M de
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fase minima es causal, el de una sefial de fase maxima es anticausal, y el de una sefial de
fase mixta es no causal, es decir poseera componentes de memoria y anticipativas. Sin
embargo los filtros Wiener inversos que disefiamos son siempre causales, es decir:

fn:(fo’flffz’f?,"":fN—l)

Para tener en cuenta la fase de la entrada, en vez de disefiar filtros no causales lo que vamos

a hacer es retardar el impulso unitario de longitud M+N —1 segun sea la fase de la sefial

de entrada. Es decir, si x, es de fase minima la salida deseada serda d,=¢, , si es de fase

cero sera d, = 6n7 men-1 » Sl esde fase maximaserd d,=8, (.y_) Y siesde fase mixta
2

sera d,=6,_, .Enelcaso de fase mixta el retardo 6ptimo dependera del lag al que esté

acumulada la mayor cantidad de energia de la sefial de entrada, o también el retardo puede

ser pensado en funcion de qué componente del filtro inverso tiende mas rapidamente a un

valor despreciable, la causal o la anticausal.

Luego de aplicar el filtro Wiener inverso es posible corregir la sefial de salida por el retardo

introducido al impulso unitario de la salida deseada.

Como mencionamos el vector de correlacién cruzada entre la entrada y la salida deseada,

sera un vector de longitud N que en el caso de fase minima serd igual a:

®,,=(x,00000---0"
Y en el caso de fase maxima sera igual a:
T
®,=(0000---00x,,_,|

Para el resto de las sefiales equivalentes de fase mixta, deberemos conocer la sefial de
entrada para poder calcular el vector de correlacion cruzada entre la entrada y el impulso
unitario retardado de la salida deseada ®,; , ya que tomara valores distintos de cero.

11. ¢ Qué es una matriz de Toeplitz? ;Qué nos permite encontrar el algoritmo de Levinson?

El producto de convolucion entre la entrada x, y el filtro Wiener inverso f, se puede

escribir en forma matricial utilizando la matriz de convolucién asociada a la senal de
entrada:
xxf, = Xf

En esta notacion matricial la expresion que nos permite obtener el filtro Wiener inverso se
puede escribir de la siguiente manera:
f=Xx"x["'x"s
Es decir que la matriz de autocorrelacion de la entrada esta dada por:
o, =X"X
Y el vector de correlacion cruzada entre la entrada y la salida deseada esta dado por:
D=X'6
Lamatriz &, =X X posee una estructura muy particular, es una matriz cuadrada de

orden N , simétrica, en la cual los elementos de todas las diagonales son idénticos entre
si. Una matriz con esta estructura es denominada matriz de Toeplitz y para resolver el

. . T T . . . .
sistema de ecuaciones normales X' Xf=X § no hace falta invertir la matriz de Toeplitz,
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sino que se puede encontrar la soluciéon de manera sumamente eficiente utilizando un
algoritmo recursivo que aprovecha la estructura de la matriz de Toeplitz llamado algoritmo
de Levinson.

12. ¢Qué es la regularizacion de Tikonov y por qué es necesario aplicarla cuando la sefial que
deseamos deconvolucionar es de banda limitada?

Ya mencionamos las razones por las cuales cuando el espectro de amplitud de una sefial se
hace cero para alguna frecuencia, esa sefial no admite inversa. Sin embargo, todas las
sefiales con las que trabajamos deben cumplir con el criterio de Nyquist-Shannon, en
consecuencia entre la frecuencia maxima presente en la sefial y la frecuencia de Nyquist el
espectro de amplitud sera nulo o despreciable, por lo tanto en rigor matematico ninguna de
las sefiales con las que trabajamos admiten filtro inverso ni filtro Wierner inverso. En el caso
del filtro Wiener inverso esta situacién se manifestara en el hecho que la matriz de
autocorrelacion de la sefial es una matriz singular que no admite inversa, o puede
manifestarse en el hecho que es una matriz mal condicionada, en este caso el filtro Wiener
inverso contaminara con ruido de alta frecuencia al resultado de la inversion.

Con el proposito de estabilizar la matriz y minimizar el problema, lo que se hace es sumarle
ruido blanco no correlacionable a la seflal antes de calcular su filtro Wiener inverso, esto se
manifestara en el sistema de ecuaciones normales, que nos permite obtener el filtro Wiener
inverso, como la suma a la diagonal principal de la matriz de autocorrelacion de la sefial, es
decir la autocorrelacion a lag cero @, (0) , de un pequefio porcentaje de si misma del

orden de p=0,01%
f=(X"X+p@ (0)I] X5

Este parametro p recibe el nombre de pardmetro de preblanqueo.
Hacer esto es equivalente a agregarle a la funcion objetiva a minimizar un término de
regularizacion, a este procedimiento se lo denomina regularizacion de Tikonov:

N+M—-1 N-1 2 No1
o(f,)= kz dk—z foXeon +O(kz,(fk)2=ml'nimo
=0 n=0 —0

Donde a=pu®, (0) esun pardmetro que tiene el papel de arbitro que establece el balance

entre resolucion (colapso de la sefial) y estabilidad de la solucion (o contaminacién de alta
frecuencia). El primer término de la funcién objetiva a minimizar intentara que el operador
Wiener inverso reemplace a la sefial x, por un impulso unitario, mientras que el segundo

término intentard que la norma L2 al cuadrado del operador f, sea minima, a decidira
cual de los términos tiene mas peso.

13. ¢Qué es un filtro predictivo?

Dada una sefial x, queremos disefiar un filtro Wiener f, delongitud N que nos
permita predecir una muestra de la sefial como una combinacion lineal de las N muestras
anteriores:

xn+1:fOXn+f1Xn71+f2xn72+f3Xn73+".+fN71Xn7(N71)

Es decir, queremos disefiar un filtro Wiener cuya salida deseada no sea mas que la misma
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sefial de entrada x, pero adelantada una muestra, es decir x,,,
Observe que el filtro predictivo [, sera funcion unicamente de la matriz @, de

X

autocorrelacion, ya que el vector de correlacion cruzada entre la entrada y la salida deseada
@, seraigual al vector de correlacion cruzada entre la entrada y la misma entrada

adelantada una muestra @ ,(t)=®,(1+1) , es decir que todas las sefiales equivalentes

tendran el mismo filtro predictivo, sin embargo este filtro predictivo causal hara un mejor
trabajo para la secuencia de fase minima equivalente. Cuando el valor actual de una sefial
depende de valores pasados y de valores futuros, el filtro predictivo trabajard mejor si

intentamos predecir el valor actual como una suma escalada de valores pasados y futuros.

14. ¢Qué es un filtro predictivo del error? ;En qué se diferencia de un filtro Wierner inverso de
fase minima?

Obviamente el filtro Wiener predictivo no lograra predecir de manera exacta la muestra
X,,; enfunciondelas N muestras anteriores. S6lo hara una prediccion 6ptima segun el

criterio de los cuadrados minimos. El error de prediccion estara dado por:
N-1
Xne1— Z frXok|=1 X —FoXo =1 X = FoXoo = F3X, 3= —fny Xn—(N-1)
n=0

Es decir que el filtro predictivo del error (prediction error filter) f ™ sera un filtro de
longitud N+1 dado por:

fﬁef:(li_fo’_fl’_fz’_fS"”!_fol)

El filtro predictivo del error solo diferira del filtro Wiener inverso de fase minima en un
factor de escala, el vector de correlacion cruzada entre la entrada y la salida deseada estara

x,/00000:--0|"

dado por

15. ¢Qué es un filtro correlador? Mencione alguna aplicacion.

Dada una sefial real s,=(s,,s;,S,,5;,"**,Sy_;) ,imaginemos que se encuentra sumergida

en un ruido de longitud mucho mayor, y que estamos interesados en determinar el instante
de tiempo en el cual esta sefial conocida se encuentra presente en el ruido. Es decir,
queremos encontrar un operador que al convolucionarlo con el ruido, nos entregue a la
salida del producto de convolucién un valor maximo asociado al instante de tiempo en el
que la sefial conocida s, se encuentra ubicada. Se puede demostrar que este operador no es
mas que la misma sefial pero revertida, es decir (sy_;, **,S3,5,,5,,5,) . Sirecordamos,
convolucionar con una sefial revertida y conjugada, en este caso solo revertida porque s,

es real, es equivalente a correlacinar, motivo por el que a este operador se le da el nombre de
filtro correlador. Este operador tiene una gran cantidad de aplicaciones. Por mencionar
algunas podemos decir que tanto en sistemas de radar como asi también en sistemas de
sonar, se emite una sefial conocida, a la vez que se registra la sefial recibida y se la va
correlacionando con la sefial emitida. En el instante que emitimos la sefial comenzamos a
medir el tiempo. La sefial emitida, en algin momento, se refleja contra algun objeto y
regresa al sistema emisor/receptor. En el instante en que el filtro correlador nos dé un valor
maximo de amplitud, superior a cierto umbral, obtendremos el tiempo que le tomo a la sefial
en ir del emisor al objeto y regresar al receptor. Conocida la velocidad de propagacion de la
sefial en el medio, esto nos permitira calcular la distancia al objeto, y si tenemos un arreglo
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de emisores/receptores con ubicaciones conocidas podremos calcular la ubicacion del
objetivo por triangulacion. Esto es analogo a lo que sucede en métodos sismicos de
prospeccion cuando utilizamos camiones vibradores como fuentes de energia. Cuando
determinamos la ubicacién de una gran cantidad de puntos reflectores podremos construir
una imagen.

Cuando calculamos coordenadas GPS por el método de las seudo-distancias, también
estamos realizando una correlacion cruzada entre un codigo seudo-aleatorio emitido por el
satélite y conocido por el receptor, con la sefial recibida por el receptor. En este ejemplo la
diferencia es que no medimos tiempo doble, solo medimos el tiempo que le toma a la sefial
viajar del satélite al receptor, razén por la cual el reloj del emisor (el satélite) debe estar
sincronizado con el reloj del receptor, como esto no sucede, para hacer la triangulacién
necesitaremos como minimo cuatro satélites. La necesidad de un cuarto satélite es requerida
para corregir el error del reloj del receptor respecto a los relojes de los satélites, los cuales
son relojes atdbmicos muy precisos quienes si estan sincronizados.
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