Andlisis de Seifiales

Preguntas Claves — Clase 6

Muestreo de una Sefial Anal6gica

. o . : 1
1. ¢Qué relacién existe entre la transformada integral de Fourier X | f x,[tled
de una sefial analégica x,lt] y la transformada de Fourier (o respuesta en frecuenc1a)

X|lw=QAt|= Z x, e " dela sefial analégica discretizada x,=x,(t=nAt| ?

n=-oo

Cuando una sefial x,(t) es real en tiempo, entonces su transformada integral de Fourier

Xa

Q=Aﬂt) , es hermitiana en frecuencia: X,(Q)=X,(—Q) . Lo que es equivalente a

decir que su espectro de amplitud es par |X,(Q)|=|X,(—Q)| y su espectro de fase es
impar ¢ (2)=-¢y (~Q) . En consecuencia, si la sefial es de banda limitada y posee una
frecuencia angular méaxima €, , tendrd una frecuencia angular minima Q,,,=—9Q,...
y la transformada integral de Fourier valdra X,/Q|=0 para —-Q,, >Q>Q

Es importante recordar que una condicion necesaria para que una sefial analégica pueda ser
discretizada en tiempo es que sea de banda limitada en frecuencia.

Se puede demostrar que la relacion entre la transformada integral de Fourier de una sefal
analogica y la transformada de Fourier de la misma sefial discretizada esta dada por:
1 o 27

X(w)=— ==r
At =, a\At At

Es decir que la consecuencia de discretizar en tiempo con un intervalo de muestreo At es

la de generar periodicidad en el dominio de las frecuencias, de periodo 2A—7; ,y la

. . 1 . . .
introduccion de un factor de escala AL Otra manera de decirlo es que, al discretizar en
tiempo una sefial de banda limitada x,(t) con un intervalo de muestreo At ,

a

. . . 1
introducimos en frecuencia un factor de escala A Y extendemos X (Q— At)

infinita y periddica de periodo ZA_]:

2. ¢Qué dice el teorema de muestreo o teorema de Nyquist-Shannon?

Consideremos una sefial analgica x,(t) de banda limitada. Cuando discretizamos en

con periodo

tiempo y en consecuencia extendemos a infinita y periédica X, (Qz At

27 1 0)
— , la distanci tre el tro del t iginal lado —X |[Q=—
AL a distancia entre el centro del espectro original escalado Ap Ko At)
correspondiente a r=0 v el centro de la primera réplica LX w271
P y P PRea At el ar ar
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. . . . 2n .
correspondiente a r=1 , es igual al periodo en frecuencia AL El punto medio entre

s T : . :
ambas réplicas se encuentra en Q:E , es decir la mitad de la frecuencia angular de

Q

. . M T . JORT
muestreo o frecuencia angular de Nyquist Q VT :A_t . En consecuencia las réplicas
adyacentes no se solaparan si se cumple la condicion que: £, <€, . Cuando esta

condicién no se cumple y las réplicas vecinas se solapan decimos que se produce aliasing.

El teorema de muestreo o teorema de Nyquist-Shannon nos dice precisamente que la
condicién para que no se produzca aliasing es que la frecuencia maxima que contiene la
sefial debe ser menor que la frecuencia de Nyquist:

Qmax<QN:Alt 0 fmax<fN: 1

2At
O dicho de otra manera, para que no se produzca aliasing, debemos elegir el intervalo de

muestreo At lo suficientemente pequefio para que satisfaga que:

At<L: 1

Qmax 2 fmax

3. ¢Qué relacion existe entre el desarrollo en series de Fourier de una funcién periddica y su
transformada integral de Fourier?

Propongamos la siguiente transformada integral de Fourier y calculemos su transformada
integral de Fourier inversa para ver a qué sefial corresponde en tiempo:

F(Q)=2n Y, a,6(Q—Q,k) donde &(Q) es el delta de Dirac.

k=—o0

S(Q-Q ke de= Z akf §(Q—Q k)e'dQ

—o0 k=—o

Ms

1 7 it 1 7
= F .Q .Q:— 2
f(t> 271_[0 ( )e d 21 L &

o . 3 P27 ke
t): Z akeIQOkt: Z ake T

k=—o0 k=—o0

Esta dltima expresion no es mas que el desarrollo en series de Fourier de una funcién f (t)
periodica de periodo T , donde los a, no son mas que los coeficientes de Fourier dados
por:

2n

a,= f(t]e Tt dt

1
T

N‘Hf—am\»-]

Es decirque F(Q)=2m Y, a,6(2—Q,k) es la transformada integral de Fourier de la

k=—w
funcion f(t) infinita y periédica de periodo T
La transformada integral de Fourier F(Q) es una secuencia infinita de deltas de Dirac

retardados en multiplos de la frecuencia fundamental €, :ZTH y escalados por 2ma,

4. ;Cudl es la transformada integral de Fourier de una funcién cajon en tiempo?
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flt)I=1 si —-T<t<T y flt|=0 si —-T>t>T

La transformada integral de Fourier de una funcioén cajon en tiempo de longitud 2T esun
seno cardinal de amplitud 2T

f(t)@F(Q):ZT%

. . . n
Los primeros cruces por cero de este seno cardinal estaran en Q== T

5. ¢Por qué se produce la pérdida de resolucion en frecuencia de una sefial?

Cuando observamos una sefial en tiempo nunca lo hacemos entre —c e +o | sino que
lo hacemos en un intervalo finito de tiempo, desde un instante inicial hasta un instante final,
lo cual equivale a multiplicar la sefial en tiempo por una funcion cajon. Multiplicar en
tiempo por una funcién cajon es equivalente a convolucionar en frecuencia por un seno
cardinal. El efecto de convolucionar el espectro de frecuencias por un seno cardinal es el de
suavizar el espectro, esta suavizacion produce un pérdida de resolucion en frecuencia de la
sefial, la cual unicamente puede ser atenuada aumentando la longitud de la ventana de
observacion.

A medida que la longitud de la ventana de observacion en tiempo aumenta, el l16bulo central
del seno cardinal se hace mas angosto y mas alto, mientras que disminuye la amplitud de los
l6bulos laterales. En el limite, cuando la ventana de observacioén tiende a infinito, el seno
cardinal tiende a una delta de Dirac. Convolucionar una sefial con una delta de Dirac no le
produce ninguna modificacion.

6. Para una funcion cajon en tiempo. ;Qué relacion existe entre la longitud de la funcion en
tiempo y el ancho de banda de su transformada de Fourier?

En rigor un seno cardinal es de longitud infinita, sin embargo su amplitud se aproxima
asintoticamente a cero a medida que nos alejamos de su 16bulo central, en algin momento la
amplitud del seno cardinal sera tan pequefia que estara por debajo del valor mas pequefio
que podemos guardar en el formato digital de grabacién que estemos usando, es decir, que a
los fines practicos el seno cardinal es de longitud finita. Una manera arbitraria de cuantificar
. . . 2n
el ancho de un seno cardinal es la distancia entre sus cruces por cero A Q:T .La
longitud de la funcién cajén en tiempo es de At=2T . El producto de las longitudes en
uno y otro dominio es igual a una constante:

ATXAQ=2T 2T”:4n

Esto que se observa para el par transformado, funcién cajén < seno cardinal, se puede
observar en general para cualquier sefial, cuanto mas corta sea la sefial en un dominio mayor
sera la longitud de la sefial en el otro dominio.

7. ¢Cudl es la transformada integral de Fourier de una funcién cajon en frecuencia?
FIQ)=1 si -Q,<Q<Q, y F[Q)=0 si -Q,>0Q>Q,

La transformada integral de Fourier de una funcién cajén en frecuencia de longitud 29,
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Q

o

. : : n
es un seno cardinal de amplitud — y primeros cruces por cero en t:iﬁ
T[ o

&sin(@ot)(@

F(Q
T Q) @)

fle)=

8. ¢Como es posible recuperar la sefial analégica x_[t| a partir de la sefial discretizada x,

utilizando interpolacion seno cardinal? ;Por qué nunca lograremos recuperar exactamente la
funcién anal6gica original?

Si multiplicamos en el dominio de las frecuencias la transformada de Fourier o respuesta en

frecuencia X (m)zL Z X, ﬂ—z—nr de la sefial discretizada x, por una funcién
JAY At At
cajon de amplitud At quevalga F|Q=-2|=At si —Q,=-<Q<=Q
© . n m
F Q:A—t)zo si _QNz_H>Q>E:QN , obtendremos:
X(w)FlQ=2|=x Q=%
At At

Es decir la transformada integral de Fourier de la funcién analégica x,[t| . Esto es asi

siempre y cuando hallamos elegido el intervalo de muestreo At segun el criterio
establecido por el teorema de Nyquist-Shannon.

Podemos hacer esta operacion en el dominio del tiempo convolucionando nuestra sefial
discreta x, con la transformada integral inversa de la funcién cajéon F|(Q|

sin (==t
T[At <:>F[Q)
(Et)
sin(—t) sin[%(t—nAt)]

(Eg = [ (enad)]

Esta expresion se puede interpretar como una suma de senos cardinales retardados,
escalados por los valores de las muestras asociadas a los correspondientes retardos.

Esta expresion nos permitiria recuperar la sefial analégica original si hubiéramos observado
infinitos valores de x, , pero como nuestra ventana de observacion es siempre finita, en
los extremos de la ventana no lograremos obtener los valores exactos de la funcion
analogica, s6lo obtendremos valores correctos cuando nos alejemos de los extremos de la
ventana de observacion una distancia lo suficientemente grande como para que los l6bulos
laterales del seno cardinal alcancen valores despreciables.

9. ¢Qué es el aliasing en el dominio del tiempo o aliasing temporal? ; Como podemos evitar
que se produzca?
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Analogamente a cuando discretizamos en el dominio del tiempo, al discretizar en el dominio
de las frecuencias generamos periodicidad en tiempo, y si las replicas en tiempo no estan
alejadas en un tiempo mayor a su longitud en tiempo, estas se solaparan, es decir que para
que no se produzca aliasing en tiempo debemos tomar una cantidad de muestras en

frecuencia mayor o igual a la cantidad de muestras N que tenemos en tiempo, es decir:

Aw<2—n
N

10. ¢Qué dice el teorema de “tiempo limitado-banda limitada”? ¢Por qué en la practica este
teorema no nos impone ninguna limitacion?

En la practica siempre que apliquemos la transformada discreta de Fourier la sefial tendra
que ser de banda limitada para poder discretizarla y de longitud limitada para poder
implementar la transformada discreta inversa evaluandola en nimero finito de puntos
regularmente dispuestos sobre el circulo unidad.

Sin embargo el teorema de tiempo limitado-banda limitada nos dice que ninguna sefial
puede ser simultdneamente de tiempo limitado y de banda limitada, excepto el caso trivial
cuando la sefial es constante e igual a cero.

En la practica veremos que las sefiales pueden tender asintéticamente a cero hasta alcanzar
valores tan pequefios que estan incluso por debajo del valor mas pequefio que el formato
digital de grabacién que estemos utilizando nos permita guardar, por lo tanto a los fines
practicos podremos considerarlos nulos. El ejemplo tipico es el seno cardinal el cual esta
definido con valores distintos a cero entre —oo y +oo |, sin embargo a partir de cierta
distancia del 16bulo central el valor sera tan pequefio que podremos considerarlo nulo.

Para que una sefial tenga un espectro de frecuencias infinito debe presentar una
discontinuidad, situacion con la que habitualmente no nos encontramos.

Por otro lado, nuestra ventanas de observacion siempre tienen cortes abruptos en sus
extremos, estos cortes abruptos generan discontinuidades en tiempo y altos contenidos de
frecuencias que en realidad no estan presentes en la sefial, para mitigar este efecto de borde
se aplican rampas o “tapers” que suavizan los extremos de nuestras ventanas de observacion.
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