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Capitulo 1

Filtros digitales

1.1. Introduccidn

Un filtro digital es un sistema que discrimina cierta partdadmformacion que ingresa. Usual-
mente la discriminacion se realiza en base a consideesid® contenido en frecuencias, pero puede
ser en base a otros criterios (longitud de onda, moveowgiekeld, etc.). En este capitulo nos concen-
traremos en aquellos filtros que discriminan de acuerdordeoado en frecuencias.

Recordando el teorema de la convolucion en el Analisisalgiér, el siguiente concepto debe
tenerse bien presenteonvolucién en el dominio del tiempo equivale a multipéiéa en el dominio
de las frecuencias, y viceverda.sea, la convolucion de dos funciones significa la mutigdion
de sus transformadas. Esto nos permitira aplicar el filtirareo u otro de los dominios produciendo
resultados equivalentes.

Supongamos que tenemos una traza sismica y queremosragéfugdo” presente en las altas
frecuencias. Podemos disefar un filb@sa-bajosn base a la observacion del contenido en frecuen-
cias de la traza (ver Figura 1.1). Claramente, las frecasraiias resultaran atenuadas su multiplica-
mos el espectro de la traza por el espectro del filtro, obteoieomo resultado una traza filtrada con
menor contenido de ruido. Es importante destacar que eadtiga el ruido siempre resulédenua-
doy noeliminado, ya que no es posible construir un filtro “ideal” por las liatitones impuestas por
el manejo digital de la informacion, como veremos masauel

Se suele caracterizar un filtro por su

a) respuesta impulsiva(dominio del tiempo): son los “coeficientes” o “muestrasl filgo.

b) respuesta en frecuencigdominio de las frecuencias): representa la transformadgodrier de

la respuesta impulsiva. En este caso se tienen en cuentadestms de amplitud y de fase, y
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Figura 1.1: Ejemplo del efecto de un filtro pasa-bajos eralzatisismica.

entran en juego conceptos tales como frecuencia de comeabale paso y de rechazo, etc.,
como veremos mas adelante. Usualmente un filtro se dispadiade la respuesta en frecuencia

(también llamada funcién de transferencia) deseada.
Filtros tipicos

Existen varios tipos de filtros, entre los mas utilizadosiemica podemos mencionatr:

filtro pasa-bajasse especifica la frecuencia de corte.

filtro anti-alias pasa-bajos con corte abrupto en la frecuencia de Nyquist.

filtro pasa-bandae especifican las frecuencias de corte alta y baja.

filtro ranuraelimina una parte muy estrecha del espectro (por ejem@ldz}. Es un filtro “rechaza-

banda” muy angosto.



1.1. INTRODUCCDN 5
Filtro de fase cero

Idealmente, todos los filtros anteriores son filtrosfase cerpo sea que solamente alteran el
espectro de amplitud de la entrada (no actlan sobre la E&stes filtros son facilmente interpretables
Y Su uso es mas generalizado. Sin embargo, también efiistes que actlan exclusivamente sobre
la fase de la entrada (filtros dispersivos), 0 bien sobre arobimponentes del espectro. Estos tltimos
son utilizados, por ejemplo, para la deconvolucion dedaarsismica, como veremos mas adelante.

Los filtros de fase cero suelen ser los mas deseables, pussrggtricos, tienen mayor resolucion
y son mas faciles de interpretar ya que no producen cardbitese (recordar que el producto de dos
transformadas de Fourier es complejo e implica la multgiicn de los espectros de amplitud y la
suma de los espectros de fase). La Figura 1.4 muestra leesgapmpulsiva de un filtro de fase cero
tipico. Por sus caracteristicas, un filtro de fase cerandftto no causal ya que tiene componentes
gue acthan sobre valores futuros (no disponibles en uenséstinalogico), también denominados

componentes de anticipaci®/eremos esto con algin detalle mas adelante.

Aplicacion

Los filtros digitales se aplican usualmente en el dominidideipo convolucionando el dato (tra-
za) con loxoeficientes del filtra Permiten disefar filtros que no se pueden realizar aitaldgnte,
o es muy dificil hacerlo (por ejemplo un filtro que actharsolas muestras futuras de la sefial). De
todos modos, siempre es mas practico aplicar el filtro domiinio de las frecuenciasque es donde
suele disenarselos.

Esencialmente, los filtros digitales de aplican siguieraolineamiento de la Figura 1.2. Una
vez disefado el filtro, a través de la especificacion deespsctros de amplitud y fase deseados, se
aplica el filtro o bien mediante una convolucion (dominibtéEampo), o mediante una multiplicacion

compleja (dominio de las frecuencias).

Ventajas y desventajas

Dominio del tiempo: un solo paso (convolucion), pero mas operaciones siza y#o el filtro son
relativamente “largos”. Por esta razon existe una maygpggacion de los errores. 5j, y L, son

las longitudes del filtro y la traza respectivamente, sesitre

Nop = Ly x L, (1.1)
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Figura 1.2: Aplicacion tipica de los filtros digitales e&s dominios del tiempo y de las frecuencias.
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Figura 1.3: Tiempo de CPU vs longitud de la

traza. Figura 1.4: Tipico filtro de fase cero.

operaciones.

Dominio de las frecuencias: mas pasos (FFT, FFT, etc.), pero menos operaciones, menor propa-
gacion del error y mas facil de interpretar. EI nUmermgeraciones es aproximadamente

Nop = 2M logy M + M, (1.2)

donde) es la longitud utilizada para la FFT. Claramente, para uofile una longitud determinada,

cuanto mas larga sea la traza, mayor sera la proporclarudeero de operaciones en el dominio del
tiempo con relacion al de operaciones en el dominio de &=uéncias, como se ilustra en la Figu-
ra 1.3. Por ejemplo, para un filtro de 100 muestras y una t@4®d0, se tienen 100000 operaciones

(tiempo) contra s6lo 20000 (frecuencid, = 1024).
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1.2. Filtros digitales: ceros y polos

En esta seccion veremos algunas caracteristicas deios €ligitales que estan definidos a través
de “ceros” y “polos”. El concepto de ceros y polos estanatinente relacionado con el concepto
de Transformada Z, y veremos como la posicion de los cerpslgs en relacion con el circulo
unitario (conjunto de puntos del plano complejo tales jglie= 1) juega un papel fundamental para

la “realizabilidad” de los filtros digitales.

1.2.1. Filtros digitales elementales

El filtro mas simple tiene un solo coeficiente,, y se puede representar mediante el siguiente

diagrama de bloques, dondges la entrada y, es la salida

x — | ho|— yi = hoy

La transformada esY (z) = hoX(z), dondez = exp(—iw), y H(z) = hy. Otro filtro elemental es

aguel que produce un retardo unitario:

Ty — |z =y = hiz

cuya transformada esta dada paoY'(z) = h12X(z), conH(z) = hyz. En forma analoga podriamos
definir un filtro elemental que produce un adelantamienttarioj simplemente cambiandgor z~*

en el filtro anterior, o bien filtros que producen 2 o0 mas deialo adelantamientos). La combinacion
de estos diagramas de blogue elementales nos permiteadfdabs mas complejos, como el filtro

general que se muestra en la Figura 1.5. En este caso, se tiene

Y(Z) = hOX(Z) + hl,ZX(Z) -+ h222X(2) e hm—lzm_lX(Z)
= (h0+h12+h22’2 ++hm—1zm_1)X(Z) (13)

= H(2)X(2).

En el dominio del tiempo, este producto implica la convduacntre la respuesta impulsiva del filtro
(operador) y la entrada. En el dominio de las frecuenciasdelo = exp(—iw), tenemos un producto

complejo.

INotar la nomenclatura cuando trabajamos con sefales readasz; = =(tAT), dondeAT es el intervalo de
muestreo, ¥ = 1,2,--- es el indice de la muestra. Para simplificar la notaciom yesnor a perder la generalidad, de
ahora en adelante asumiremos @\iE = 1.
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Yt = howy + hixi—1 + hoti—o + - + R 1Z¢—my1

h222 — Yt

By 121 = x; * hy (convolucion)

Figura 1.5: Diagrama en bloques de un filtro digital causatdeoeficientes disefiado a partir de
bloques elementales. Los dos diagramas son equivalentes.

Filtros en serie y en paralelo

Claramente, cada filtro de retardo no unitario que se muestla figura anterior, es el resultado
de aplicar dos o mas filtros de retardo unitanicserie Por ejemplo, el filtro que produce dos retardos,
h,z?, se obtiene tras aplicar dos veces un mismo filtro de retarifario, ademas del filtro de retardo

nulo:

xy — | hy —>—>_>yt:h2$t—2

La figura anterior también muestra filtros conectagloparalelo. Los dos primeros términos de
la salida del filtro general de la figurayz; + hqx;_1, SON el resultado de aplicar dos filtros en paralelo,

y luego sumar las salidas respectivas, como se destaca guarka fiecuadro punteado).

Causalidad

Los filtros que acabamos de describir se denomicewsalespues la salida para el tiempgo
(presente) depende solamente de valores presentes y pdsaginoriadel filtro). El filtro de la
Figura 1.5 es el filtro causal mas general posible, dadauamend finito de coeficientes. Este tipo de
filtros también suelen denominars®ving average (MA) filtergmedia en movimiento), ya que la

salida es un promedio pesado en “movimiento” de los datoa detrada.

1.2.2. Caracteistica de amplitud y fase

Veamos algunos casos particulares:

a) Supongamos que = ¢!y queh; = hy. Luego la salida es el vector
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Im Im Im
A A A
z=1 Ty z=1
Yt "
wt v
f Real Real
wt=m
ENTRADA SALIDA SALIDA
o eiwt Y = %eiwt Yy = _%eiwt

Figura 1.6: Resultado de la aplicacion de un filtro elermeiatar el cambio de fase cuando el
coeficiente del filtro es negativo.

yr = hoe™. (1.4)

Claramente, shy > 0, y, conserva la misma direccion y sentido qugestanen fasg pero su
modulo (amplitud) aparece multiplicado play. En cambio, shy < 0, se conserva la direccion y

cambia el sentido en 180 grados (est@ncontra-fage porque(—1) = ¢". En efecto:

Y = _|h0|6iwt _ |h0|6i7r6iwt _ |h0|6i(m+ﬂ). (15)

Latransferencia del sistema, que se define como la salida sobre la entrata, ser

H(w) =

~ entrada et

salida  hoe™! _ {ho ho >0 (1.6)

—|h0| h() <0

En general H (w) es compleja (tiene amplitud y fase). La amplitud (tambiémbdaespectro de
amplitud es|ho| y la fase (también llamadespectro de fay3@s0 parahy, > 0y = parahy < 0.

La Figura 1.6 muestra el comportamiento de estos filtroseates pard, = +1/2. El vector

x; gira a una velocidad angular deradianes por unidad de tiempo, en el sentido contrario a las

agujas del reloj.

b) Consideremos ahora el filtro de retardo unitario y la mienmteada. La salida sera



10 CAPITULO 1. FILTROS DIGITALES
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Figura 1.7: Caracteristica de amplitud y fase de Figura 1.8: Filtro de dos coeficientes y transfor-
un filtro elemental de retardo unitario. mada zetd! (z) = ho + hi 2.

hl eiwte—iw

ye=hirg = eV = Hw)=——— = e ¥, (1.7)
€

El espectro de amplitud es entonces igug &y el de fase es-w, como se ve en la Figura 1.7.

c) Sea ahora un filtro de dos coeficientes= 1 en la Figura 1.5). Tendremos entonces:

Y = hoe™t + e = H(w) = hg + hie ™. (1.8)

d) Para el caso general, donde el filtro tieme- 1 coeficientes, se tiene

Yo = hoe™ + - F hpe® ™ = H(w) = ho + he” 4 4 eTom, (1.9)

Esta Gltima expresion no es otra cosa que la transformalge:, evaluada en el circulo unitario

(z = e7@).

Es méas comin escribir la transferenéiéw) en forma polar, donde quedan expresados en forma

explicita los espectros de amplitud y fase:

H(w) = |H(w)|e*®) (1.10)

donde
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Hw)P? = Hw)H*(w) y ®w)= arctan {;gm (1.11)

Param = 1 tenemos el caso del filtro en (c), donde

H(w) = ho + hle_i“ = h() + hl COSW — 'th sin w. (112)

Los espectros de amplitud y fase estaran dados por la rodgiet vectorH (w) y el angulo de fase,

como se indica en la Figura 1.8:

|H(w)| = v/(ho + hycosw)? + (hy sinw)? = \/hg + h? + 2hohy cosw, (1.13)
®(w) = — arctan _fusinw (1.14)
N ho + hycosw’ ’

Filtros con fase lineal

Claramente, el filtro de retardo unitario de la seccionramtes un filtro ddase lineal(el espectro
de fase es una recta de pendiente negativa). Una fase limekige un desplazamiento (retardo) de
la sefial. El desplazamiento o retardo esta dado por lagredle la fase. Si tenemos dos retardos
unitarios (equivalente a la aplicacion sucesiva de dasdiltle retardo unitario), la salida resultante

sera:

iwt ,—12w
1—2) hie™’e

Y = hiy_o = hye! = H(w)= = hye ™, (1.15)

eiwt
Como vemos, la fase es una recta de pendiente -2. Esto quieireqdie la salida sera igual a la
entrada pero retardada en dos unidades de tiempo. En geeepaleden tener tantos retardos (o
adelantamientos si la pendiente es positiva) como unoajuier

Como corolario podemos decir que si tomamos una sefal weedg(una ondicula, una traza
sismica o un filtro, por ejemplo) y la desplazamos en el terepefecto en el dominio de las fecuen-
cias es tal que el espectro de amplitud de la sefial despl@eachanece igual, en tanto que el de fase
se ve modificado por la suma de una recta cuya pendienteadgadr el nUmero de muestras o uni-
dades de tiempo que fue desplazada la sefal original. Yesisa: si tomamos una sefal cualquiera 'y

le agregamos a su fase una recta con una pendiente deteamghafecto en el dominio del tiempo
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AR S - fase:minima
S22 sy o SRR
+~ fase maxima ' :
, .
I i i i
-7 —7/2 0 /2 T

w (radianes)

Figura 1.9: Espectros de amplitud y retardo de fase de lossfilt, 0.5) y (0.5, 1). Ambos tienen el
mismo espectro de amplitud, pero sus espectros de retarthseleson diferentes. El filtro de fase
minima tienep(w) = ¢(—m), en tanto que el de fase maximdyr) = ¢(—x) + 2.

es tal que la forma de la sefial no cambia pero la misma apeaasada o adelantada de acuerdo al

signo de la pendiente de la recta sumada a su fase.

Filtros con fase de retardo minimo

Examinemos los espectros de amplitud y fase de los filtfds= (1, 0.5) (fase minima) y»(?) =
(0.5,1) (fase maxima). Claramentg{ (w)| es invariante si intercambiamos los coeficieritey h,
de los dos filtros. Por lo tanto, independientemente de ses féos filtros tienen el mismo espectro

de amplitud, que es igual a

|H(w)| = V1+0.25+ cosw = v/1.25 + cosw. (1.16)

Definiendo ekspectro de retardo de faseomo el espectro de fase cambiado de signo, @&ep—=

—®(w), los mismos son diferentes dependiendo del orden de loseogés. En efecto,

sin w
= arctan ———— 1.17
¢1 = arc anQ—i—cosw ( )
y
¢ = arctan e (1.18)

0.5+ cosw’
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La Figura 1.9 muestra los espectros de amplitud y retard@ask ara estos dos filtros. Notar las
diferencias entre los espectros de retardo de fase. El cagnbia fase (al variav en todo el rango
posible) es menor pard? que parah(?.

De todos los posibles filtros de dos elementos con igual aspde amplitud (en este caso son
solo dos filtros posibles), aquel que muestra la menor variate la fase se denomitfi#tro de retardo

minimo(o filtro de fase minima).
Familia de filtros con igual espectro de amplitud

El concepto anterior es bien general y se extiende a otrgartos de filtros causales con igual
numero de coeficientes y cuyos espectros de amplitud safegyuPara un filtra; dem coeficientes

tenemos

1

X(z)=wo+mz+ a2+ -+ a2 =alz—2)(z—21) (2= zno1), (1.19)

dondea es una constante ¥ son los ceros del polinomio en El espectro de amplitud del filtro
sera el producto de los espectros de amplitud de cada ues dgblos anteriores. Cada uno de ellos
tiene un espectro de amplitud dado por la ecuacion (1.@8Y,£= —z; y h; = 1. Siintercambiamos

ho ¥ hy vimos que el espectro de amplitud no varia. Esto es, el gsgzamplitud del dipol¢z — z;)

es idéntico al espectro de amplitud del dipplo- z;z). Si realizamos estos intercambios para todas
las combinaciones posibles de los dipolos de la expresiteriar, tendremos entonces un taél
filtros u operadores con igual espectro de amplitud. Naheate, los espectros de fase de cada uno
de esto™ operadores seran diferentes. De todo ellos, el que muastmar variacion total de fase
es de fase minima. Dicho de otro modo, si cada uno de losadigsl de fase minima, el operador de

la expresion anterior es de fase minifna

1.2.3. Filtros digitales de realimentadn negativa

Los filtros de realimentacion negativa son aquellos en l@des la salida (o una parte de ella)
ingresa nuevamente a la entrada mediantéagade retroalimentacion. La Figura 1.10 muestra un
filtro sencillo de este tipo. La salida tiene dos contribnes por un lado tenemos la entragay por
el otro (el lazo) la salidg; que pasa por los filtros constante y de retardo unitario, ke signo.

Es decir:

2Nota: el filtro sera de fase maxima si todos los dipolos safade maxima. Y sera de fase mixta en todos los otros
casos: 0 sea con al menos un dipolo de fase minima y un dipdlssd maxima.
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Yr = Ty — ky—1. (1.20)

En términos de la transformadatenemos

Y(2) = X(z) — kzY (2), (1.22) kJJtl [ %]

luego : . : ., .
g Figura 1.10: Filtro de realimentacion negativa

X(2)=Y(2)+kzY(2) =Y (2)(1 + kz2). (1.22)

La funcion de transferencia de este filtro sera pues

Y (2) 1

H(z) = X(2) T 1+kz

(1.23)

Esta ecuacion es clave, ya que tiene mucho que ver cestddilidadlel filtro (un filtro inestable no
puede ser aplicado correctamente). Veamos:
1

H(z) = 1+kzzl—kz+k222—k3z3+-~- (1.24)

Claramente, la estabilidad del filtro depende de las cafatitas de fase del dipold + kz). Si éste
es de fase minima (es dec¢k] < 1), el filtro (1.24) sera estable, pues la serie es convesgé&mt
tanto que si el doblete es de fase maxima (es degie 1), el filtro es inestable, pues la serie es no

convergente. Este resultado se puede ver mejor si escsbasalida

V(z)=H(z)X(x) = w=x -kt +kzo— Ko g+ (1.25)

Si |k| < 1, el filtro constante de la figura anterior produce @tenuaciony el efecto del lazo de
retroalimentacion decrece con el tiempo (filtro estatii®) cambio, sik| > 1, el lazo produce una
amplificacionsin limites. Cabe entonces la pregunta: ¢ Como se puedeagesste problema si se
necesita un filtro de realimentacion negativa que produmeaamplificacion? La respuesta esta vin-
culada afetardo. Introduciendo un retardo en la salida, veremos como seeplograr la estabilidad

del filtro aln cuanddk| > 1.
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Podemos reescribir la ecuacion (1.20) de la siguiente raane

1 1
Yi—1 = Ext - Eyt- (1.26)

Ahora la salida depende de valorfegurosexclusivamente. Por ejemplo, para= 3, tenemosy, =

1

P T3 — %yg. Recurriendo a la transformadaobtenemos:

1 1 1
Y(z) = EX(Z) — EY(Z) = X(z2)=kz(1+ E)Y<Z) (1.27)
La transferencia sera luego
Y(2) 1
H(z) = = 1.28
O = X0 " mas 1) (1.28)
Ahora tenemos una serie convergente, yaﬁ‘ue 1 paralk| > 1:
1 1 1 1 1
H = — = — 1 _ — R — . e
O =D & G G
z (1.29)
IR TS NS S
Ckz (k2)2 0 (k)3 (k2)t ’
y por lo tanto la salida sera
1 1 1 1
Yy = E.Tt_,_l — ﬁl’ﬂ_g + El’ﬂ.g — Fx“_‘l + e (130)

En este caso hemos logrado un filtro estable|¢pn- 1. Como contrapartida, ya no tenemos un filtro
causalpues la salida depende de valores futuros. Este tipo desfd denominao causgly es un
filtro no realizable Por “no realizable” queremos decir que no es posible apdicétro en “tiempo
real”, pues necesitamos “esperar” cierto tiempo para atarmas muestras de la entrada (por ejemplo
almacenandolas en memoria) para luego aplicar la equadaigrior. Es decir, este filtro no puede ser
aplicado en forma analbgica, pero no hay inconvenientelsaeerlo en forma digital, en tanto la
serie anterior se pueda truncar sin cometer mayores eaq@asir de cierto termino (numéricamente

despreciable), y el filtro no deba ser aplicado online.
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Contrariamente a los filtros causales (filtros MA), cuyos ponentes son de “memoria” pues
actlan sobre valores pasados (y presente) de la entradd{rtss no-causalesenen ademas com-
ponentes de anticipacion, y por ello son filtnes-realizablesEn el caso que estos filtros sean no-
causales puros (es decir que actlien solamente sobres/altres de la entrada como el filtro que
acabamos de ver), se los conoce con el nombrauderegressive (AR) filterya que suponen una
autoregresion, como veremos mas adelante. Los filtroscgoienen tanto elementos de memoria
como de anticipacion, se conocen como filtros ARMA (autasgjve-moving average filters). Mas

adelante veremos con mas detalles estos sistemas.

1.2.4. Filtros generales con ceros y polos

El filtro digital mas general posible se puede expresar cehtociente de dos polinomios en
Cada uno de estos polinomios se puede factorizar en dobletg®los (hallando las raices corres-
pondientes), de manera que la funcion de transferenciaesgepexpresar, excepto por un factor de

escala, mediante la siguiente funcion racional:

1

Gtz @y a2 () (@)= (=) g gy

H(z) = X = = -
=) bo + b1z +boz? + -+ by 2"t (z—=bo)(z—b1)(z—bg) -+ (2 — by_1)

donde losa,; y b; se denominarcerosy polosrespectivamente. Los filtros vistos en las secciones
anteriores constaban solamente de ceros. El agregado ake mad permitira elaborar filtros mas
versatiles para obtener los resultados deseados segipfidacion. Cada uno de los dobletes de la
ecuacion anterior constituye una unidad basica cuyo ocot@miento podemos analizar por separado
del resto. Si estudiamos en detalle el espectro de amplifagskyde cada una de estas unidades (filtro
con un solo cero y filtro con un solo polo), luego podremos cenel espectro del filtré/ (), porque

no olvidemos que el espectro de amplitud total sera el mtodde los espectros de amplitud de los
dobletes del numerador dividido por el producto de los dgspede amplitud de los dobletes del
denominador. En tanto que el espectro de fase sera la sutna dspectros de fase de los dobletes

del numerador menos la suma de los espectros de fase de letedatel denominador.

1.2.5. Filtro con un solo cero

Ya hemos analizado el comportamiento del espectro de um ¢idtin un solo cero (fase minima

y fase maxima). ¢ Qué podemos decir sobre la posicionatel @on respecto al circulo unitario?.
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|ZO| >1 |Z()| <1

FASEMINIMA A FASEMAXIMA A
|
|
|
|
|

Figura 1.11: Comportamiento del filtro elemental z, de acuerdo a la posicion del cero con respecto
al circulo unitario. El modulo del vectar- z, es el espectro de amplitud del filtté{ (w)|. El espectro

de retardo de fases(w), es el angulo que forma — z, con el eje horizontal, medido en sentido
contrario al que aumenta (puesp = —P).

Veremos que conocer la posicion de los ceros (y de los petodg vital importancia para conocer el

comportamiento del filtrd? (z). SeaH (z) un filtro elemental con cera, (0 seaH (z,) = 0):

H(z) =z — 2. (1.32)

Dependiendo del valor dg), el filtro sera de retardo de fase minima o maxima, commabz® an-
teriormente para el filtrdi(z) = hq + h12 en la Figura 1.9 Como veremos, lo que determina el
comportamiento del filtro es la posicion del cero respeetatculo unitario. Sizy| > 1 (cero fuera
del circulo unitario), el filtro sera de fase minima, plig$ > |h,|. Si|zo| < 1 (cero dentro del circulo
unitario), el filtro sera de fase maxima, pugg < |hi|.

Como hemos visto, la posicion del cero con relacion autar unitario es fundamental, ya que
determina el comportamiento del filtro. La Figura 1.11 muzest vector (1.32) al variav paraz, =
-2y zg = —1/2. El espectro de amplitud del filtro es simplemente el modidaeste vector, en
tanto que el de retardo de fase es el angulo indicade feentido antihorario). Visualmente se puede
apreciar como variaff (w)| = |z — 2| Y ¢(w) = —P(w) al rotar el vector: desdew = 0 hasta
w = 27. Cuando el cero esta dentro del circulo unitario (fas&ima), el vectorz — z, rodea por
completo al origen, generando un cambio de fase tota@lrd@omparar con la Figura 1.9). O sea,
¢»(0) — ¢(2m) = 27. Cuando el cero esta fuera del circulo unitario (fasemmy, la fase varia mucho
menos, oscilando entre dos valores que en ningun casm llegacomenzando y terminando en el
mismo valor. El cambio de fase total en este caso es nulo,ga@u — ¢(27) = 0.

Este analisis es muy importante. Si tuvieramos un filtno arios ceros, y recordando que el

3Notar que estos filtros son equivalentes excepto por unrfdetescala, pugs) +hiz = hi(z+ho/h1) = h1(z—20),
conzy = ho/h1. Aqui el factor de escaley, es irrelevante.
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espectro de fase total sera la suma de las fases de cada lowdipolos, la fase total dara tantas
vueltas al origen como ceros dentro del circulo unitamg#eel filtro. Es decir, el cambio de fase total
ser@km, dondex es el nUmero de ceros dentro del circulo unitario.

¢ QUué ocurre si el cero esta sobre el circulo unitario?.edlida quez,| se aproxima az| = 1,
|H(w)| se aproximara a cero en las proximidades de la frecuendia plar el vector,. Si el cero
esta exactamente sobre el circulo unitafid(w)| = 0 para la frecuencia correspondiente. Esto nos
permitira disefar un filtro que rechace una frecuenciardehada (filtro ranura), como veremos mas
adelante, utilizando solamente un cero convenienteméintado en el plano complejo.

Otra posicion particular del cero seria el origen. Enea$e| H (w)| seria constante y la fase lineal,
coincidiendo con el filtro de retardo unitario elementiglz) = z, tal como se vio en la Figura 1.7,

pero conlh;| = 1.

1.2.6. Filtro con un solo polo

En el caso de un filtro con un solo polo, el analisis es sintkfiltro con un polo e = z, seria

H(z) = — (1.33)

Z—ZO.

En la seccion anterior (filtro de realimentacion negatjzanalizamos la estabilidad de un filtro con
un solo polo. En ese caso habiamos analizado el fiftfe) = 1/(1 + kz), que tiene un polo en
zo = —1/k. El analisis de estabilidad realizado para este filtro ¢snees totalmente valido para el

filtro de la expresion anterior, ya que, salvo factor de lessa trata del mismo filtro. En efecto,
1 1 1

1+kz k(z+1/k)  k(z—z)’ (1.34)

conz, = —1/k. Es decir, el filtro (1.33) es el mismo filtro que teniamoseargxcepto por el factor
de escald /k. Luego, dependiendo del valor g, tendremos un polo afuergf| > 1 = |k| < 1)
o dentro (zy| < 1 = |k| > 1) del circulo unitario, lo que nos lleva a un filtro establenestable,
respectivamente.

Resulta interesante analizar qué ocurre cuando el pdagedximo al circulo unitario. Bajo estas
circunstancias|H (w)| crecera mucho para la frecuencia correspondiente. Eceepae potencia

(cuadrado del espectro de amplitud) es:
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9 1 B 1
H )= (z — 20)(2* — 28) 22+ 22 — 2R(202*)’ (1.35)

En coordenadas polares, escribiends e~y z, = pe~**, dondep es una constante, se obtiene:

1
1+ p% —2pcos(w — wp) '

[H(w)[? (1.36)
Por simplicidad consideremos ahora solo los valores gedbximos aw, 10 que nos permite reem-
plazar el coseno por los dos primeros términos de su exjpraesiserie de potenciasis(w — wy) =

1 — (w—wp)?/2+ ---. Finalmente,

1
(1= p)2+ plw — w)?’

|H(w)|* ~ (1.37)

Como estamos interesados en un polo muy cerca del circitiarionelegimos uno filtro causal y

estable ubicando el polo a una pequefa distanitiara del circulo unitario, o sea:

p=1+e (1.38)

Por lo tanto,

1

€2+ (w—wp)?’

|H(w)|* ~ W ™~ Wp. (1.39)

La Figura 1.12 muestra esta funcion para 0.1 y wy, = 7/4. Este tipo de filtros, basados en una
conveniente ubicacion de polos en el plano complejo, tasiEacion en el disefio, por ejemplo,
de filtros pasa-banda muy angostos, o filtros pasa-bajosargis con frecuencias de corte muy
abruptas. Un polo producira un pico muy agudo en el espdeteomplitud.

En la practica, los filtros con un solo polo (y un solo cerosan de mucha utilidad ya que tienen
una funcién de transferencia compleja y producen, por ,esal@las complejas. Para remediar este
inconveniente, se suele agregar un polo (0 un cero) enz; (o sea el complejo conjugado). Se
obtiene de esta manera un filtro de dos polos (o dos ceros)espgxtro de amplitud mantiene las
caracteristicas esenciales del filtro con un solo polo o @@mn un pico adicional enn /4 para este

ejemplo en particular), pero que produce una salida real.
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1.2.7. Filtro inverso

Notar que el filtro anterior puede verse como la inversa delwa éle un solo cero. Entonces se
habla de un filtro inverso estable o inestable, causal o reataealizable o no realizable, dependien-
do del valor degz,| (0 de|k|). En cuanto al espectro de este filtro inverso, pensemosievdisa del
espectro de amplitud y la fase cambiada de signo correspatedal filtro de un solo cera — z), y

obtendremos el espectro del filtro “inverso”.

1.2.8. Filtro con un solo cero y un solo polo: filtro pasa-todo

Ademas del filtro con un cero o un polo mas su complejo cagogcomo se menciond en la
seccion anterior, el filtro que le sigue en complejidad egiltno que tiene un cero y un polo. El
mas interesante de estos filtros es aquel que presentaegtresge amplitud plano, generando sélo
cambios de fase. Este filtro se denomiifteo pasa-todo.

Esencialmente, hay tres tipos de filtros pasa-todo:

1. filtro constante (trivial)/ (z) = constante, no afecta ni la fase ni la amplittigg 0);

2. filtro de un solo cero y un solo polo, que veremos a contidnatcambién denominadfiltro

dispersivoo tipo 1

3. filtro de retardo puroH (z) = 2™, produce cambios lineales de fagipg 2 *;

Los filtros pasa-todo tipo 0 y tipo 2 ya los hemos descriptoeegisnes anteriores. El mas intere-
sante es el filtro pasa-todo tipo 1 o filtispersivoLa clave para lograr un filtro pasa-todo (espectro
de amplitud plano) con un cero y un polo esta en ubicarlosaleena tal que sus efectos sobre el es-
pectro de amplitud se cancelen. Esto se logra haciendo gnees@verso uno del otro, y complejos
conjugados:

Hy(z) z+k*

H(z) = 50 1k (1.40)

Como veremos, el cero y el polo de la funcidbn anterior soersws y complejos conjugados.
Ademas, el espectro de amplitud es plano e igual a la unittadfecto, hallamos el polq y el cero

25 igualando a cero denominador y numerador, respectivamente

4Existe un cuarto tipo de filtro pasatodo denominado filtr@pedo de retardo impuro, una curiosidad matematica que
no detallaremostipo 3.
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Figura 1.12: Espectro de potencia de un filtro Figura 1.13: Espectro de retardo de fase delfiltro
con un polo ey, = (1 + €)™/, cone = 0.1. pasa-todo tipo 1 (dispersivo) cén= 0.5.
Hi(z)=14kz=0 = z=2z=—1/k « polo (1.41)
Hy(z)=2z4k"=0 = 2=z =—k" <« cero (1.42)

Claramente; = 1/z5. Para hallar el espectro de amplitud hallamos primero edetgpde potencia

en el dominioz, que se escribe

P(z) = [H(2)|* = H(z)H"(1/2), (1.43)

dondeH*(1/z) implicareemplazat por1/zy tomar el complejo conjugado de todos los coeficientes.
Luego

- () ()

Luego |H(w)| = 1. Cualquiera sea la entrada a este filtro, el espectro de tachle la salida
sera igual al de la entrada.

Ahora bien, para que el filtro pasa-todo sasaly estable H,(z) debe ser de fase minima,
por lo que el polo debe estéuera del circulo unitarie. O sealk| < 1. Esto implica que el cero
estarédentro del circulo unitario, resultandH,(z) de fase maxima. Por lo tanfé(z) sera un filtro

causal y estable dase mixta(o maxima segun diferentes autores).

SNotar que este filtro es idéntico al filtro de realimentaai@gativa visto anteriormente.
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Este mismo analisis nos muestra que el filtro dispergiye) tiene el efecto de transformar una

ondicula de fase minima en una de fase maxima:

1+kz—|H(2)|— z+ k¥,

ya quelk| < 1. Elfiltro dispersivo anula el efecto del ceroen/k y lo reemplaza por un cero é.

En la practica un filtro dispersivo de tipo 1 puede geneaadiz para cualquier nUmero de ceros
y polos, siempre y cuando exista un polo por cada cero quelguda relacion inversa y compleja
conjugada, y todos los polos se encuentren fuera del oitoutario. Un filtro dispersivo de tipo 1 se
define entonces como aquél cuya transformada una funcion racional formada por un polinomio
de minima fase como denominador, y el correspondientagroiio de maxima fase como numerador.

\Volviendo al filtro dispersivo formado por polinomios de gpal, sabemos que el mismo es de
fase mixtay, debido a qué, (=) es de fase maxima (§(z) de fase minima), la misma aumentara en
27 al variarw de —m a7 (0 de 0 &7). Pero ¢,como es el espectro de fase del filtro dispersivi?en s
Veamos el caso en quees real. Los espectros de amplituddg =) y H»(z) son iguales, pero no

asi los de fase, que se restaran para darnos el espectseddef/ (2):

D(2) = Py(2) — Py1(2). (1.45)

Sik es real, entoncds’ = k, y las fases surgen a partir de las siguientes expresiones:

. ks
Hi(z)=1+kz=1+ke ™ = H(w)=1+kcosw—iksinw = tan@l(w):ﬁ
(1.46)
Hyz)=ktz=kte™ = Hyw) =kt si S tanBy(w) = B¢
Z) = z = e w) = COSW — 7SI W an W)= —"".
2 2 2 k + cosw
(1.47)
Luego
tan @y — tan @
tan @ = tan(Py — Oy) = 1111’5 2 3 Em (£
an Yo tan P
(1.48)

(K =1)sinw
2k + (kK2 + 1) cosw’
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Aqui hemos utilizado una igualdad trigopnométrica pagaténgentes y la Gltima igualdad requiere
unas pocas operaciones algebraicas. La Figura 1.13 me¢stspectro de retardo de faggv) =
—®d(w) para el caso en que= 0.5.

El filtro dispersivo visto se puede representar medianteagkdma en bloques de la Figura 1.14a.
Para construir este diagrama simplemente hemos tenidoegnacque el filtro dispersivo se puede

reemplazar por dos filtros en serie de la siguiente manera:

r—= |2+ k= |1/ (1 +kz) | — ye

El primer filtro es un filtro causal que es la suma de un filtro etardo unitario y uno constante
(se aplican en paralelo). El segundo es un filtro de realiaogm negativa, estable y causal. Estos
filtros se encuentran representados en las Figuras 1.5 yrédfectivamente. Combinando ambos

diagramas, se obtiene la Figura 1.14a. La salida estasmad

Yo = kK'xp + 21 — Ky (1.49)

Si quisieramos representar el filtro disperssiel lazo de retroalimentacion, debemos primero

calcular los coeficientes del filtro, para lo cual realizamaadivision de polinomios:

+ k¥
H(z) = erkZ:(z+/~c*)(1—kz+k;222_/g323+...)

=k + (1 —kk)z— k(1 —kk)22+ K21 - k)2 — - - (1.50)

:h0+h12+h222+h223+"',

donde

K i=0
h; = 4 1.51
{(—k)2—1(1 —kk) i=1,2,--- (1:51)

La representacion en diagrama de bloques se muestra egulaHi.14b. En la practica, los coe-
ficientes del filtroh; se hacen cada vez mas pequefios, lo que permite realizaunnamiento para
un determinado.

La salida sera entonces una ondicula de longitud infioitgp espectro de amplitud es igual al
de la entrada (es un filtro pasa-todo cuyo espectro de am@gugual a la unidad). Esta ondicula
constituye un operador adicional que se agrega al conjuntapdradores con idéntico espectro de

amplitud que teniamos en secciones anteriores:
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(a) (b)
3:,5 k* @ y

Tt—
=

-aé
Tt ‘@ @ > Yt _
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k*It T
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by ] | | |
Figura 1.14: (a) Diagrama en bloques de un filtro dispersam un polo enz = —1/k 'y un cero
enz = —k*, |k| < 1. (b) Representacion alternativa sin lazo de realimedtecegativa. AQuk =

(1 — k*k).

1. laentrada; y todos los operadores formados por diferentes combinesigue se obtienen tras
factorizarX (z) en sus dipolos e intercambiar los coeficientes de los miskfiosdmbinaciones

posibles, para un operador decoeficientes); y

2. la saliday; = x; * h;, dondeh, es un filtro dispersivo pasa-todo.

Naturalmente, de todos ellos sblo uno sera de fase migis@o uno de fase maxima. El resto

tendra fase mixta.

1.2.9. Filtros pasa-todo inversos

Son simplemente las inversas de los filtros anteriores. Gaguéllos, estos filtros tienen un es-
pectro de amplitud plano, de manera qé&z)| = 1, y producen solamente corrimientos de fase.
Pero, a diferencia de los anteriores, poseen solamenteor@mnies de anticipacion, pues son filtros
no-causales que trabajan sobre valores futuros.

El filtro pasa-todo inverso de tipo O es trivial. El inversotg® 2 produce un adelantamiento,
y se denomina filtro davance puroSu transformada es1/H(z) = 1/z™ = z~™. El filtro inver-
so pasa-todo de tipo 1 (dispersivo inverso) tiene ciertaacteristicas interesantes. Recordando la
ecuacion (1.40), la transformadalel filtro dispersivo inverso sera entonces:

1 Hi(z)  1+kz

H(z) Hy(z) z+k (1.52)

El cero y el polo invierten su posicion relativa con respeat circulo unitario. Desarrollando la
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ecuacion anterior, y teniendo en cuenta que, por razonesukalidad y estabilidad, debia ser

menor que la unidad, luego

1 1+kz
H(z) z+k*

=1 +k2)(z ' =k 22+ k20— )
= k4 (1 —kk)zt — k(1 — kk")272 + B2(1 — kEk*) 273 (1.53)
=hi+ Rz s Rl

donde los coeficientés no son otra cosa que el conjugado de los coeficigntdsl filtro dispersivo

(comparar con ecuacion (1.50)). En general, esta relastvalida para todos los filtros pasa-todo.

1.2.10. Recursin

La ecuacion (1.31), y que repetimos a continuacion, sporde a un filtro digital general que
esta expresado como el cociente de dos polinomios de erdem, que ha sido factorizada por

conveniencia:

ap+ a1z + as2® + -+ a1 27!

H(z) =
(2) bo+ b1z +boz2+ -+ b2t

(1.54)

Si quisiéramos aplicar un filtro de este tipo, por ejemploagés de la convolucion de su respuesta
impulsiva con la entrada, necesitamos primero realizaoeleate de polinomios de donde extraer
los coeficientes correspondientes. Si estos coeficienteeigen rapidamente (o sea, tienden a cero
relativamente rapido), la aplicacion del filtro medialst€onvolucion no presenta mayores inconve-
nientes, ya que siempre es posible truncar la secuenciaglaras pequefos de los coeficientes. Si la
convergencia es lenta, el filtro sera mas largo y por lotantaplicacion comienza a traer dificultades
(mayor tiempo de CPU, etc.). La recursion nos permite apkt filtro sin necesidad de recurrir a
la division de polinomios, lo que implica una mayor efici@ncomputacional porque se requiere un
numero mucho menor de operaciones.

Sea el filtro

ap + a1z + as2?

- 1+ blz + b222 + b2237

H(z)

(1.55)

conb, = 1°. SiendoH (z) = Y (2)/X (z), dondeX (z) es la entrada ¥ (z) es la salida, entonces

SNotar que shy # 1, basta con dividir todo pdr, y obtenemos la unidad como primer término en el denomin&ior
by = 0, no se puede aplicar la recursion.
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Y (2) + b12Y (2) + b22%Y (2) + b32°Y (2)
(1.56)
= aoX (2) + a12X (2) + a2 2* X (2).

Por lo tanto

Y = ATy + a1T4—1 + QoTp—g — b1ys—1 — bayr—o — b3y—3. (1.57)

Esta expresion recursiva nos permite obtener la salidaesiasidad de obtener los coeficientes de la
division de polinomios. Por supuesto, asumimosgue 0 parat < 0. En general, para el caso de la

ecuacion (1.54), y habiendo previamente forzado un “1”leleeominador, se tiene

m—1 n—1
= Z Q;Tp—q — Z it (1.58)
i=0 i=1

La Figura 1.15 muestra el diagrama ,
en bloques de la recursion para el ejem- . IZ IZ H‘@
plo de la ecuacion (1.57). En este caso, xt*{@ ®
para obtener cadg se requieren seis -
operaciones (sumas y productos). Si la @ ®
division de polinomios permitiera trun- Q% — Yt
car la serie en seis 0 menos coeficien- Yis %] @
te, la recursion no representaria ningn : T
ahorro computacional. Pero en general i |j
el truncamiento lleva a un nUimero mu- Y1 y _»@
cho mayor de coeficientes significati-
vos, poniendo en evidencia la impor- 4@ E ' E
tancia de este procedimiento. Figura 1.15: Diagrama en bloques de un filtro recursivo (ver

texto).
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1.2.11. MA, AR, ARMA, FIR, lIR

La expresion anterior esta compuesta por dos sumatopgag®s. La primera de ellas indica que
la salida depende de una suma ponderada de valores preg@atesdos de la entrada, siendo este
“promedio” variable con el tiempo. Este tipo de filtro se damma “moving average” (MA), pues
la salida representa un promedio en movimiento (o promediviljnde valores de la entrada. La
otra sumatoria involucra valores pasados de la salida misinaplica una recursion o regresion, por
lo que se lo denomina “autoregresivo” (AR). Un filtro que ¢ené solamente: coeficientes:; se
denomina entonces filtro MA de orden y uno que contiene solamenteoeficiente$; se denomina
filtro AR de ordenn. Si los dos conjuntos de coeficienes estan presentes ngeunefiltro ARMA
de orden'm, n). En definitiva, MA implica ceros, AR implica polos, y ARMA intipa ceros y polos
simultaneamente.

Notar ademas que un filtro AR (o un filtro ARMA) tiene en geherinitos coeficientes MA, por
lo que ademas se lo suele llamar filtro IR (infinite impulesponse). Un filtro MA tiene un nUmero
finitos de coeficientes y se lo conoce como filtro FIR (finite uisp response).

Los sistemas MA, AR y ARMA son ademas modelos matematiomg utilizados en el analisis
de series temporales (0 no) que apuntan por ejemplo a paatgqr valores futuros de las mismas, y
tienen en realidad una connotaciobn mucho mas profundéaglesun filtro con ceros y/o polos, como
veremos mas adelante. Estos modelos matematicos pejostar determinada serie de tiempo (por
ejemplo la evolucion de cierta variable econdmicagéisetc.) mediante un nimero finito de parame-
tros. El ajuste suele hacerse mediante el método de méréoedrados. Mas alla de las operaciones
necesarias para hallar los coeficientes del modelo elegidorppresentar la serie de tiempo en cues-
tion, la determinacion del orden del modelo es crucial,uchas veces muy dificil de determinar sin

alguna informacion adicional acerca de los datos.

1.2.12. 9ntesis de filtros via ceros y polos

Como se menciond anteriormente, la ubicacion estredédg ceros y polos nos permite disefar
filtros digitales con ciertas caracteristicas deseadasejemplo, un filtro con un solo cero nos per-
mitira rechazar cierta frecuencia. Consideremos un d@sgncillo: un filtro con un solo cero capaz
de eliminar la componente continua (frecuencia cero) desntrada dada, y analicemos su espectro.

Como se vio anteriormente, esta claro que si colocamosnorece, = 1 + /0 rechazaremos la

frecuenciav, = 0, ya quezy = e ™0 = coswy — isinwy = 1. Un filtro que elimina la componente
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continua podra ser entonces
H(z)=z-1 (1.59)

Este filtro esta representado en la Figura 1.16. Pafd (0 seav = 0), |H(z)| = 0. A medida que el
vectorz recorre el circulo unitarig/H (z)| aumenta hasta un maximo para= =, donde|H (z)| = 2.

Luego decrece hasta cero nuevamente. El espectro de ahgiteste filtro esta dado por

|H(w)| = le™™ — 1] = /2(1 — cosw), (1.60)

y se encuentra representado en la Figura 1.17. Cabe aqubseavacion. De la figura anterior se
desprende claramente que ademas de rechazar la frecaerwjal filtro atenia significativamente
las frecuencias cercanas al cero. Este es un efecto no depeiad el interés esta en rechazar el cero

y alterar lo menos posible el resto de las frecuencias.

Tt Tt
- z 0 2 n
2
1.5
]
T
0.5
0
-7t _ T 0 T 7T
2
w (rad)

Figura 1.16: Filtro con un cero e = 1. Sdlo  Figura 1.17: Espectro de amplitud del filtro con
paraz =1 (w = 0), |H(z)| = 0. un solo cero eny = 1.

Esto se puede remediar parcialmente recurriendo a los.{déio$os filtros dispersivos vimos
como un polo colocado estratégicamente anulaba el efecian cero. Lo que queremos nosotros
es anular el efecto del cero en las frecuencias cercanagyahpde manera de minimizar el efecto
no deseado mencionado. Para ello, colocamos un polo pociiicero, sobre el eje real, y fuera del
circulo unitario (para no tener problemas con la estaadjdPor ejemplo elegimag = 1 + € + 04,
dondec es una cantidad pequefia. Entonces

z—1

H(z) = ppy et (1.61)
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cero pold
2
z=1 z=1+4c¢€ W(rad)

Figura 1.18: Filtro con un cero ey = 1y un Figura 1.19: Espectros de amplitud de los filtros
polo enzy = 1 + e. Notar que|H(z)| ~ 1 ex- conunceroeny, = lyunpoloenz =1+¢
cepto para = 1 (w = 0), donde|H(z)| = 0. (e = 0.290.05).

Este filtro es el cociente de dos vectores cuyos modulos sgrsimilares, de manera que el espectro
de amplitud sera proximo a la unidad excepto patal, donde valdra cero. La Figura 1.18 muestra
el comportamiento de este filtro a medida guecorre el circulo unitario. El efecto obtenido es el de
un filtro ranura muy abrupto, como se ve en la Figura 1.19, edenos representado el espectro de
amplitud para = 0.2 y 0.05.

Por supuesto, en la practica no tiene mucho sentido ussfilest para eliminar la frecuencia cero
(bastaria con restar el promedio a la serie de entradaalitdsate se requiere filtrar otras frecuencias,
como por ejemplo la frecuenci@ = 50Hz (y fo = —50HZz), que suele ser un ruido introducido en
la sefal sismica por la presencia del cableado de altéter®or simplicidad hemos considerado el
caso def, = 0 pues solamente se requiere un cero y un polo. En el caso desftge = +50Hz),
necesitaremos 2 ceros y 2 polos.

Veamos ahora otro ejemplo algo mas complejo y con mayoidgeptactico: un filtro ranura
abrupto capaz de eliminar las frecuenclas= +£50Hz, conAt = 4ms (frecuencia de muestreo). En
este caso, ubicaremos 2 cerosi€iHz y dos polos proximos a ellos, pero fuera del circuloarot
Primero debemos obtener la frecuencia en radianes y elcGoguespondiente (recordemos que en

los analisis anteriores habiamos asumido= 1, por lo cual teniamos At = w):

w=2rf = wy=22750s!=4314.165! = WAt = £1.257 radianes=s £72°.

Alternativamente, la conversion de Hz a grados se puedmebsabiendo que la frecuencia de Ny-
quist,1/(2At), se corresponde conradianes. Luego, por regla de tres simple, 50 Hz se corregpon
con 1.255 radianes (72 grados).

Luego elegimog = 0.1 (por ejemplo) y ubicamos los ceros y polos de la siguienteenmzafver
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Figura 1.20):

ceros polos
Zo1 = cos 72° +isin 72°= 0.309 + i0.951 zp = 1.1cos72° + 1.1sin72% = 0.340 + 1.046¢

202 = €0s 72° — i sin 72°= 0.309 — 40.951 Zpy = 1.1cosT72° — 1.1sin72° = 0.340 — 1.0467

El filtro ranura puede escribirse finalmente como la sigeié&mcion racional:

H(z) = (z—201)(z—202) _ 1—06182+42%  0.826—0.511z+0.8262> .
(2 = 2zp1)(z — 20)  1.210 — 0.680z + 22 1—0.562z + 0.8262% :

La division de estos polinomios no es exacta, y si bien ebf@goguncar la serie para cierto retardo a
partir del cual los coeficientes son muy pequefios, es camveraplicar la recursion como se vio en

la seccion anterior (ver ecuacion (1.55) égn= 0), resultando

yr = 0.8262, — 0.5112,_; + 0.8262,_5 + 0.562y,_1 — 0.826y;_». (1.63)

El espectro de amplitud, que esta representado en la FigRtay resulta de realizar el cociente entre
los espectros de amplitud del numerador y del denominadta deuacion anterior, muestra clara-
mente el efecto que tendra este filtro sobre el espectroalsaiial de entrada (por ejemplo una traza
sismica). Solo las frecuencias muy proximag a= +50Hz resultan atenuadas considerablemente,

que es lo que queriamos obtener. Notar que la frecuencigagieid esfy = 1/2At = 125Hz.

Y lafase?

Hasta ahora no hemos hablado del espectro de fase de ede fifims. En general la fase no es
lineal, y mucho menos nula, lo que implica un inconvenieng@sremos aplicar estos filtros a sefiales

sismicas. Para evitar cambios en la fase, estos filtrodisamp través de los siguientes pasos:

1) se aplica el filtro como se vio recién;
2) se revierte en tiempo la salida y se aplica el filtro nuevdame

3) se revierte en tiempo el resultado final.
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Figura 1.20: Ubicacion de los ceros y Figura 1.21: Espectros de amplitud y de potencia
los polos en un filtro ranura cofy = (normalizados) del filtro ranura de dos ceros y dos
+50Hz. polos confy, = £50Hz (At = 4ms) ye = 0.1.

Como consecuencia de este proceso el efecto en la fase stacgmd efecto en la amplitud se

duplica. En efecto, si la traza a filtrar @5 la salida del paso (1) sera
ylgl) = hy * 2. (1.64)
Luego del paso (2), tendremos
yt(z) = hy % y(_lt) =hyxh_y*xx_4. (1.65)
Finalmente, tras el Gltimo paso, tendremos
y D = @ = s by w2 (1.66)

Recordando la propiedad de escalado (o teorema de siniitud la transformada de Fourier, con

«a = constante,

hi < H(w) = h(at) < H(w/a)/|al,

y haciendaz = —1 vemos que

he s hy o H(W)H(—w).

Luego
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H(w)H(—w) = ‘H(w)‘ez’@(w)|H(_w)‘ez’<1>(—w)
= [H(w)[[H(—w)|e =) (1.67)

= [H(w)P,

en virtud de las conocidas simetrias de la transformadadadf: |H(—w)| = |H(w)|y ¢(—w) =

—d(w). El efecto en el espectro se puede apreciar en la Figura 1.21.

1.2.13. Ceros, polos y fase mima: revisibn de conceptos

MAXIMA FASE MINIMA FASE

L . (f) @ po=1.1 :—«-9‘—:
@) @ p0=1.2:

]

T ] C A ]
po = 0.9 === (h) @ po =15 e
L L

Figura 1.22: Filtro con un solo polo (cruz) y un solo cero {oyisobre la misma linea radial. El polo
esta ubicado en, = 1.2 exp(—iwy) Yy €l cero enzy = py exp(—iwy), CONw, = 7/4 y diferentesp,.
Los espectros de potencia y de fase estan graficados garg-, 7|, en tanto que la escala vertical
es[—2m, 27]. Cerodentrodel circulo unitario (fase méaxima): (a) Filtro con un splao (filtro pasa-
banda angosto); (b) el cero comienza a cancelar al polo| ¢ere cancela totalmente al polo (filtro
pasa-todo); (d) el cero domina al polo (filtro ranura). Creradel circulo unitario (fase minima,
excepto (e)): (e) cero sobre el circulo unitario (filtrouea); (f) el cero comienza a cancelarse con el
polo (filtro ranura débil); (g) el cero cancela totalmentealo (filtro constante); y (h) el cero mas
alla del polo produce un filtro pasa-banda angosto “elevado

De la misma manera que hemaigtetizadaste filtro ranura en base a la ubicacion estratégica de
ceros y polos, es posible sintetizar filtros mas elaboradoplemente agregando un mayor nUmero

de ceros (y polos). Antes de avanzar sobre este tema, rexgsamlitativamente el efecto que tiene
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la ubicacion relativa de un polo con respecto a un cero. €llvaonsideremos el caso de un filtro
con un solo cero y un solo polo colocados sobre la misma famal:
B Z— 2 6—iw _ poe—iwo

H(z) = = (1.68)

A Zp 6—20.) — ppe—’lwo

Realizando algunas manipulaciones algebrajcses obtiene el espectro de potencia y el de fase si-

guiente:
1 22 —
|H(w) = 21770 = 20 cos(w = wo) (1.69)
1+ p2 — 2p, cos(w — wo)
y
®(w) = — arctan (smw — P& ) + arctan (smw — Pp S ) (2.70)
COSW — Pp COS Wy COSW — pp COS Wy

La Figura 1.22 muestra estas funciones para- 1.2, wy = 7/4 y varios valores de,. El epigrafe

de la figura explica el significado de cada panel. Notar quest@dtos filtros son estables debido a
gue el polo esta ubicadaeradel circulo unitario. La condicibn de minima o maximadasta dada
por la posicion del cero, y se puede apreciar viendo el éspde fase que produce cada uno de los
filtros de la figura.

En secciones anteriores vimos que un filtro con un solo pastable y causal si el polo esta fuera
del circulo unitario, ya que la serie es convergente y dégsnlamente de valores presentes y pasados
(ver seccion sobre el filtro de realimentacion negativg) le agregaramos un cero fuera del circulo
unitario, tendriamos un filtro que, ademas de causal plestseria de fase minima. Si en cambio el
cero estuviera dentro del circulo unitario, el filtro aele fase maxima. Un analisis similar se podria
hacer para un filtro general con varios polos y ceros como lal éeuacion (1.31). Si el denominador
es minima fase (todos los polos fuera del circulo unijaeldiltro sera estable y causal, y la condicion
de minima fase o no estara dada por el numerador: todosios fuiera del circulo unitario nos darian
un filtro de fase minima, todos dentro, uno de fase maximgr@mos algunos ceros fuera y otros

dentro del circulo unitario, el filtro resultante sera dsef mixta.

"Considerar numerador y denominador por separado y recpuedos espectros de amplitud se dividen y los de fase
se restan.

8Si el polo estuvieralentrodel circulo unitario, el filtro seria (1) inestable y causa(2) estable y no-causal, depen-
diendo de valores futuros, es decir tendria componentastigpacion.
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Cabe aclarar que algunos autores hablan de fase maxingosi ltws ceros y polos estan dentro
del circulo unitario (y es anticausal puro por cuestioreesstabilidad). Otros autores hablan de fase
maxima si todos los polos estan fuera del circulo urdtgyor cuestiones de estabilidad) y todos los
ceros estan dentro (en este caso se trata de un filtro caiad|)por ejemplo, menciona el segundo
caso como de fase mixta, lo que implicaria que se inclinalp@rimera de las definiciones. En
todo caso, conviene hacer la distincion entre sistemasatesly no-causales, y luego hablar de fase
maxima. Si uno piensa un sistema de fase maxima como Istpaeino de fase minima, entonces la
primera definicion seria la apropiada. Pero si hablamasstiemas causales exclusivamente, entonces
la segunda opcion seria la adecuada.

¢Por qué insistimos tanto con el concepto de fase minima®dpuesta tiene dos aspectos. El
primer aspecto se refiere a la relacion que existe entremmaifase y un sistema real fisicamente
realizable (estabilidad y causalidad de la inversa, €it 3egundo aspecto, y tal vez con una impli-
cacion mas profunda, reside en una importante aplinaanosismica de reflexion: la deconvolucion.
Como veremos mas adelante, en la deconvolucion es ekehc@ncepto de filtro inverso. Resulta
gue para obtener la inversa de un operador de fase miniraad@mfaxima) basta con conocer su auto-
correlacion. Esto es equivalente a requerir solamentgpelatro de amplitud. La informacion de fase
esta contenida en el hecho de que el operador es minima&iasa deconvolucion, este “operador”
suele ser la ondicula sismica, que no siempre es conamarecision. Pero si la ondicula es de fase
minima, no es dificil estimar su auto-correlacion aipa la auto-correlacion de la traza sismica,

con lo cual podremos determinar la ondicula y luego apétaperador inverso en la deconvolucion.

A modo de conclusion, la Figura 1.2.13 muestra una clasificade todas las secuencias posibles,

de acuerdo a lo visto en este capitulo.

1.2.14. Teorema de retardo de eneig de Robinson

Veremos ahora otro concepto importante asociado a un figromchima fase, que nos permi-
tira comprender mas claramente qué significa “fisicateieque un filtro sea de minima fase o no.
Como veremos, este concepto esta asociado al retardo derlgia Ya hemos visto anteriormente
gue el cambio de fase es minimo para un dipolo cuyo primeici®ete es mayor que el segundo,
luego extendimos este concepto al caso de muchos dipoleslugendo que un operador o filtro
sera de minima fase si todos los dipolos que lo conformras (tallar los ceros de su transformagia

son de fase minima.
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Todas las
secuencias

Secuencias estables
representadas por
funciones racionales

Secuencias
inestables

Secuencias

causales y estables;

denominador de
fase minima

Secuencias
no-causales
y estables

Secuencias de Secuencias de

fase no-minima, fase minima,
causales y estableg causales y estables

Figura 1.23: Clasificacion de todas las secuencias p@sibéesecuencia de fase minima es una sub-
clase de una secuencia causal y estable.

Ahora bien, leenerda parcial de un filtro u operador se define como la energia acumulada par

el tiempot. O sea, si el operador €k, h4, - - - , h,,), la energia parcial para el tiempes

E(t) =Y h;. (1.71)
k=0

Notar queFE(m) es igual a leenerga total del operador. Si consideramos un dip6lg, /), con
|ho| > |1

amplitud es idéndico al del primer dipolo. Esto quiere dgoe le energia arribantesen el caso de

, la energia parcial sera mayor que la correspondientipalad /., 1), cuyo espectro de

minima fase que en el de maxima. Naturalmente, la entwtahde ambos dipolos es la misma, y
valeh3 + hi.

Veamos un ejemplo. Sk, = (1,0.5), su energia parcial €4, 1.25), en tanto que para; =
(0.5, 1), la energia parcial €%.25, 1.25). Esta propiedad se verifica para operadores de mayor longi-
tud. Es decirla energa sumada desde el tiempo 0 hasta cualquier tiempgpara un operador de

minima fase, es mayor o igual que la eneig correspondiente para cualquier otro operador con
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igual espectro de amplitud.En el caso del operador de maxima fase y con igual espectnmgitud,

la energia parcial sera siempre mayor, y en el caso de fixéa, nendra valores intermedios.

(b)
100 T T T -
—_ 80 .
g
c
= IS
o o /
& g a0 .
@
5 7
20 -
0 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30
muestra muestra
fase minima fase mixta2 —— fase minima fase mixta2 ——

fase mixta 1 fase maxima fase mixta 1 fase maxima

Figura 1.24: (a) Cuatro operadores con igual espectro déitachponstruido a partir de la convolu-
cion de 29 dipolos. (b) Energia parcial de los cuatro ajenes de (a).

La Figura 1.2.14a muestra la respuesta impulsiva de cupgm@dores o filtros de 30 coeficientes
con igual espectro de amplitud. Estos operadores fuerastreiacios a partir de la convolucion de 29

dipolos reales, acomodando los coeficientes de cada dipotwadera tal que:

1. todos los ceros estan fuera del circulo unitario (fasena);

2. todos los ceros excepto uno estan fuera del circulaumiffase mixta 1);

3. 12 ceros estan fuera del circulo unitario y 17 estatrdéfase mixta 2); y

4. todos los ceros estan dentro del circulo unitario (faggima).

Como se puede apreciar, el retardo de energia de cada opegdiferente. El de fase minima
concentra su energia mas cerca del origen que el restanendue el de fase maxima lo hace hacia
el otro extremo. La energia parcial de cada uno de estosocopéradores se muestra en la Figu-
ra 1.2.14b, donde queda claramente demonstrado comorigizzdel operador de minima fase arriba
antes que ningun otro operador de la misma longitud e igg@@aro de amplitud. Este resultado

gueda demostrado con el teorema que veremos a continuacion
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El teorema

Supongamos que tenemos dos operadr@s y ho(t) que son idénticos excepto por la posicion
de uno de sus ceros;(t) tiene ese cero fuera del circulo unitariohy(t) lo tiene dentro. En el

dominioz, podemos escribir

Hi(z) =(a+b2)H(2) y Hi(z)=(b+az)H(2), (1.72)

donde|a| > |b|y H(z) = ho + h1z + - -+ + h,,_12™! es cualquier polinomio de grado — 1. Por
simplicidad asumamos quey b son reales. Notar que los espectros de amplity@dez) y (b+az)
son iguales, como se desprende de la ecuacion (1.13).

Calculemos ahora los coeficientes de ambos operadoress galares estan tabulados en las

columnas 2y 3 de la siguiente tabla:

t | ha(t) ha(t) hi(t)® — ho(t)? AE(t)
0 | aho bhy (@2 — )2 (@2 = )2
2=0)(hi = hg) | (a® = b?)h]

TR

Cl,hl -+ bho bhl + aho (

k| ahy + bhu_y | bhy + ahy_y | (a2 —b2)(h2 — h2_,) | (a® — B?)h2

m | b1 by (a2 =) (=h%_) |0

La idea es calcular la diferencia de las energias parai@éss dos operadores, que es igual a

=> (k) E:M IE: 1(k)? = ha(k)?]. (1.73)

La columna 4 de la tabla muestra cada uno de los sumandoseatabmt de la derecha de la expresion
anterior, y la columna 5 muestra finalmente la suma acumuded@stos sumandos, que naturalmente
es igual a la diferencia de las energias parciales de lospErsdores. Claramente, corad > ||
todos los valores de la Gltima columna son positivos, pguie la energia parcial dg(¢) es siempre
mayor o igual que, ().

Finalmente supongamos que repetimos el procedimientotpdoa los ceros dé/(z) sucesiva-
mente. Es decir, intercambiamos sucesivamente el ord@s de¢ficientes de cada uno de los dipolos

de H(z), y cada vez que hacemos el intercambio para un dipolo detadoj podremos verificar que
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la energia parcial sera menor para el operador cuyo dgroluestion sea de minima fase, como lo
acabamos de demostrar para uno de ellos. Eventualmerenestambio de coeficientes nos lle-
vara a tener un operador con todos los ceros fuera del@incitario (fase minima). Este operador,
gue comparte el mismo espectro de amplitud con todos los ?tro' — 1 operadores, exhibira la
mayor energia parcial para cada tiempo. Como consecydmeiaergia del operador de minima fase
llegara antes que la energia de cualquier otro operadarmdesma longitud y con el mismo espectro
de amplitud. El retardo de energia es menor para el opetedorinima fase que para uno de fase

mixta o maxima.

1.3. Disdio de filtros digitales

Existen varias estrategias alternativas para el disefitirds digitales. La mayoria busca reprodu-
cir, de la manera mas precisa posible con un nimero predetedo de coeficientes, cierta respuesta
en frecuencia (espectro) deseada. Ya vimos como diséfreo<filtros a partir de la ubicacion es-
tratégica de ceros y polos.

Pero esta técnica es bastante limitada pues no nos pettéteen filtros muy precisos a partir de
una respuesta en frecuencia deseada mas general. La nfeydtad] reside en que, cuando se tienen
varios polos y varios ceros, los mismos interactuan entde suna forma bastante impredecible,
limitando su aplicacion a aquellos casos en los que sedeathisefiar filtros con unos pocos ceros y
polos (por ejemplo el filtro ranura visto).

En la mayor parte de las aplicaciones la forma mas usual imebla respuesta impulsiva de
un filtro digital es a través del calculo de la transformdda-ourier inversa de cierta respuesta en
frecuencia deseada. Lamentablemente en general no etepuisiner un filtro de longitud finita que
se ajuste en forma exacta al espectro deseado, siendo gruatiedonde entran en juego diversas
estrategias que buscaran obtener un filtro lo mas apralirpasible a lo que se pretende. La lon-
gitud del filtro es, entonces, uno de los elementos mas irap@s a tener en cuenta. Por razones
de practicidad, cuanto mas corta es la respuesta impulsiviitro, mejor. Pero un filtro muy cor-
to puede producir efectos indeseados debido al truncaonpeaimaturo de los I6bulos laterales (ver
Figura 1.4), en tanto que un filtro muy largo, si bien se apnaxinas a la respuesta en frecuencias
deseada, presenta otras desventajas (mayor tiempo de @lRld,mmas larga, que al truncarla pierde
sus caracteristicas deseadas, etc.). El uso de ventamgsagias para truncar la respuesta impulsi-

va convenientemente es una técnica muy usual. Otra tecoitsiste en modificar iterativamente los
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Figura 1.25: (a) Filtro pasa-banda ideal. (b) Filtro paaaéda realista. (c) Filtro pasa-banda real.

coeficientes del filtro obtenidos luego de la transformad&aleier inversa hasta satisfacer cierto
criterio. Un ejemplo de estos filtros son los filtegui-rippleo minimax que se obtienen con el algo-

ritmo de Parks-McClellan (ver por ejemplo el Karl). Estogdi se obtienen tras mimizar la maxima
amplitud del ripple en la banda de paso, de rechazo, o lasrdag@neamente. Como resultado todas
las oscilaciones exhiben la misma amplitud para un largdtde dieterminado. Otro método consiste

en digitalizar funciones racionales de la frecuencia ¢flle Chebyshev, Butterworth, elipticos, etc.).
Antes de describir con algin detalle algunas de estagt&cde aproximacion, veamos como es un

filtro ideal.

1.3.1. Filtro ideal

Un filtro “ideal” es aquel cuya respuesta en frecuencias sgajgexactamente a lo que se desea
filtrar. En la vida “real” no existe tal filtro, y uno se tieneegaonformar con una aproximacion al
filtro ideal. El grado de aproximacion dependera de lait&cque se utilice para disenar el filtro, de
su longitud, de las limitaciones impuestas por su apla@aatc. Por ejemplo, la Figura 1.25 muestra
un filtro pasa-banda ideal (no-realizable) y otras opcioaabzables en las cuales se resignaron las
pendientes abruptas del filtro ideal. EI problema con ebfétn (a) radica en que los l6bulos laterales
de su respuesta impulsiva tienden a cero muy lentamentecgrtmabrupto de los mismos produce
el efecto indeseado conocido como “ripple”. En cambio, &lofien (b) tiene lobulos laterales que
decaen mas rapidamente, minimizandose este efecto.d@aro tampoco se permiten “quiebres”
tan marcados, las transiciones en un filtro real son siemyarees, como el filtro en (c). El uso de
pendientes mas moderadas permite entonces contar cos filfxs cortos. Lammpas o pendientes
(banda de transicidmse especifican con dos frecuencias cada una, y se usanesatado etlecibel

(dB)® para medir la caida atenuacibn en amplitud (o energia) para dos frecuencias:

9El termino “decibel” se utiliza en honor a Alexander GrahBell (1847—-1922), inventor estadounidense. La defini-
cion original de decibel se expresa en términos del cteida energias (que representan el cuadrado de la amplitud)
razon por la cual se utiliza el logaritmo y no otra funci@g@medir cambios de energia es que el oido humano reaccion
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amplitud 2 (amplitud 2§
D =201 — = —— 1.74
Ologiy amplitud 1 810 amplitud 13 (1.74)
Un valor tipico es -3dB. Para este valor, la amplitud decae 20 %:
amplitud 2= 10~ x amplitud 1~ 0.70 amplitud 1 (1.75)

lo que puede considerarse razonable para muchas aplieaciem tanto que la energia decae a la
mitad. Para -20 dB, la amplitud decae a un 10% y la energia B%rsolamente. En general, las

frecuencias de corte del filtro se definen en estos punto$-igera 1.25c).

1.3.2. Filtros mediante el uso ventanas

Un filtro pasa-banda puede diseiarse a partir de dos filea-pajos, como muestra la Figu-
ra 1.26. En este caso, si restamos los espectros de ampditod dasa-bajos con diferentes frecuen-
cias de corte, resulta un filtro pasa-banda como se ve en tafiga figura anterior muestra un filtro
pasa-banda ideal. En la practica, el mayor problema resiteo mencionamos, en el truncamiento y
el consiguiente ripple. La solucién al problema del rippeasiste en determinar donde y cobmo trun-
car para controlar los efectos del mismo, y, a la vez, conenap un filtro con una respuesta proxima
a la ideal. Para ello dos o tres décadas atras en la litaratugio toda una bateria de métodos y
ventanas especialmente disefiadas para este fin (“windpertay”). Cada ventana tiene sus propias
caracteristicas en el sentido que producen filtros conmatateadas propiedades en la banda de pa-
so, de rechazo y/o de transicion. Entre las ventanas nraxictas podemos menciondriangular
(Bartlet), Hamming, hanning, Parzen, Danietk;., siendo la de Hamming una de las mas utilizadas.

La ventana de Hamming se construye con la siguiente expredondel,, L, < L, es la

longitud de la ventana:

By — { 0.54 + 0.46 cos(nt/L,)  |t| < Ly, (1.76)

0 [t] > L,.

La Figura 1.27 muestra el efecto que tienen sobre el espgetanplitud diversas ventanas. En

la primera fila se ve un filtro pasa-banda ideal. La aplicadié la ventana en el dominio del tiempo
es equivalente a convolucionar en el de las frecuenciagi@&nte, un simple truncamiento con una

ventana rectangular (filas 2 y 3) no produce los mejoresteaag, ya que los Iobulos de la diferencia

de esta manera.
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Figura 1.27: La columna de la izquierda representa el do-
Figura 1.26: Construccion de un filtro minio temporal, con el cero centrado. La columna de la
pasa-banda a partir de dos filtros pasa- derecha es su equivalente en el dominio de las frecuencias
bajos. (frecuencias positivas solamente).

1 J2 i

de dos senos cardinales (transformada de Fourier de la dbdxdecaen lentamente. El caso de la
ventana triangular (filas 4 y 5) funciona bastante mejor phrigple ya que el filtro resultante exhibe
|6bbulos laterales menores. Como contrapartida, genedigrtes mas suaves porque su lobulo central
es mas ancho. Aunque en la figura no se aprecia bien, existé &cierto ripple que no esta presente
cuando se utiliza la ventana de Hamming (filas 6 y 7), que esfum@bn muy suave, y produce

resultados mucho mas convenientes.

En resumen, cualquiera sea la ventana utilizada, en gezidilio original resulta “ensanchado”
y con los bordes “suavizados” y/o afectados de ripple en mayonenor medida. Si bien el disefio
de filtros mediante el uso de ventanas es muy practico, signpfectivo para muchas aplicaciones,
presenta algunas desventajas. Por ejemplo, son poco élesiide pretende especificar a priori y con
precision las frecuencias de corte, ya que la convolusitel dominio de las frecuencias con el espec-
tro de la ventana correspondiente produce cambios ratatinte impredecibles en estas frecuencias.
Tampoco es posible predeterminar un largo de filtro fijo patardhinada respuesta en frecuencia.
Por supuesto, cuanto mas largo el filtro (y la ventana), rasjeesultados, pero a expensas de mayor

longitud de la salida ante una entrada dada.
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Estos conceptos son validos también para el caso de uneutande fase cero de largo fijo. La
Figura 1.28 muestra una serie de ondiculas u operadorasa&ledro cuyo espectro de amplitud se ase-
meja a un filtro pasa-banda. Claramente, a mayor pendieatgrmipple tanto en el espectro como
en el tiempo (I6bulos laterales grandes). El ripple en péeso proviene del truncamiento abrupto
de la ondicula. Si en cambio se suavizan los bordes resignaendiente (ver panel (c)), el ripple
es mucho menor ya que la ondicula resultante es mas coxiasg ke afectada por truncamientos
abruptos.

Otro ejemplo es el que se muestra en la Figura 1.29. Aqui estnauun mismo filtro pasa-banda
con forma trapezoidal donde se ha aplicado una ventanangedéat de ancho progresivo. La idea
es ver el efecto del truncamiento sobre la forma del espéestrel truncamiento es severo, la forma

original se pierde significativamente.

(b)

-0.1 0 0.1 -0.1 0 0.1
t (seg) t (seg)
1F I I 1] L I I 1] L I I 1]
0.5 4k 4k .
O i L " | . l L | L | L | | s | L |
0 40 80 120 O 40 80 120 O 40 80 12(
f (H2) f (Hz) f (Hz)

Figura 1.28: Tres operadores de fase cero de largo fijo (fiisa-banda) y sus respectivos espectros
de amplitud. Se seleccionaron tres tipos de bandas dedi@msja) muy abruptas, (b) moderadas, y
(c) muy suaves. Notar el efecto en el ripple y en la longitud@erador.

1.3.3. Filtros mediante digitalizacbn de funciones racionales de

Estos filtros derivan de filtros RC analdgicos cuya respuestfrecuencia es bien conocida y
ajustable de acuerdo a la seleccion apropiada de sus cemesnEntre los mas conocidos podemos
mencionar los filtros de Butterworth, de Chebyshev (tipoipyg tl) y de Jacobi (elipticos).

Resulta que los espectros de potencia de estos filtros sermpaggresar como funciones raciona-

les dew, lo que permite, en principio, su factorizacion en témside sus cero y polos. En base a este
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Figura 1.29: Cinco operadores de fase cero (filtro pasagtmagezoidal) y sus respectivos espectros
de amplitud. La linea gruesa en los paneles de la primeiadilea la longitud del operador: (a) 0.05 s,
(b) 0.1s,(c)0.15s, (d) 0.2 s,y (e) 0.25 s. Un truncamienty sawero deforma la respuesta deseada
e introduce un ripple excesivo.

principio se “construye” el operador digital cuyo espeaeopotencia se ajusta al sistema analogi-
co'%. Es importante destacar que por razones de estabilidadgcesario descartar aquellos polos que
yacen dentro del circulo unitario. Lo que se obtiene es @namor estable cuyo espectro de potencia
se aproxima al espectro de potencia del sistema analogmnyo espectro de fase esta dictado por
cuestiones de estabilidad. No brindaremos mayores defalles el procedimiento es bastante engo-
rroso, excepto para filtros muy simples. Simplemente dasemos las principales caracteristicas de

algunos de estos filtros.

Filtros de Butterworth

El espectro de potencia (0 magnitud cuadratica) de un {jitasa-bajos) de Butterworth se puede

expresar como

1

|H (w)|* = W,

(1.77)
dondew. es lafrecuencia de cortg N es el orden del filtro. Esta funcion tieaé&/ polos, en tanto
que|(H (w)| tiene N polos. Este filtro se usa como anti-alias y se caracterizaguar una banda

de paso muy plana (“maximally flat filter”). Esto es asi p@&das primera2 N — 1 derivadas del

10En |a practica hay que transformar la funcion racionakbgsor una funcion racional en. Esto se logra utilizando
la poderosa transformada bilineal que vinculeonw en forma aproximada pero precisa. Esta transformada bilsee
obtiene luego de expandir en serie las variables exp(—iw) y iw = —Inz. Luego, las expresiones resultantes se
truncan y se obtienen las relaciones bilineales (1 — iw/2)/(1 +iw/2) yiw = 2(1 — 2) /(1 + 2).
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espectro de potencia en= 0 son nulas. La Figura 1.30a muestra el espectro de amplitestee
filtro paraw. = 7/4y N = 2, 4 y 8. Cuanto mas alto es el orden del filtro, mas abrupta bahda
de transicion. Otra caracteristica es que tanto la baageso como la de rechazo smwnotonicas

y que|H(w.)| = 1/4/2, independientemente del orden del filtro.

Filtros de Chebyshev (tipo I)

Como los filtros de Butterworth, los filtros de Chebyshev t@&mison filtros que contienen sola-
mente polos. Un filtro pasa-bajos de Chebyshéipo 1) de ordenV y frecuencia de corte, tiene

por espectro de potencia a la expresion

1
1+ TR (w/w,)

|H (w)? (1.78)
dondee es un parametro (tiene que ver con el rippl€)y(z) es el polinomio de Chebysh&we
orden/V.

Estos filtros se obtienen a partir de minimizar el maximoadarhplitud del ripple en la banda de
paso (criterianinimax. El espectro de amplitud resultante presenta como corne@ioscilaciones
(ripple) de amplitud constante en la banda de paso, y lueg@edmonotonicamente en la banda de
rechazo, como se muestra en la Figura 1.30b. El nUmero dacsuoes esta controlado por el orden

del filtro, en tanto que la amplitud de las mismas dependeettelusivamente. El ancho de la banda

1 Tchebyscheff, matematico ruso (1821-1894).
12E| polinomio de Chebyshev de ordéhse define como

Tw(z) = cos(N arccosx) lz] <1
M) cosh(IV arccoshe) |z > 1.

Como en la banda de pago/w.| < 1, entoncesz| < 1. Ademas) < T% < 1. En este caso se tienen los siguientes
polinomios para 6rdenes =0, 1y 2:

N =0: Ty(x)=cos(0) =1
N =1: Ti(x)=coslarccos(z)] ==z
N =2: Ty(z) = cos[2arccos(z)] = 222 — 1.

Existe formulas recursivas para obtener los polinomiosrdenes superiores, como ser

Tni1(z) = 22T, (x) — Th—1(x).

Parajw/w.| > 1, 0 sealz| > 1, el arco-coseno es imaginario y se comporta como un cos@eobiilico que decrece
monotbnicamente.
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Figura 1.30: Espectros de amplitud de (a) filtro de Buttetiwqib) filtro de Chebyshev de Tipo |
(e = 0.5), y (c) filtro de Chebyshev de Tipo Ik & 20). En todos los casas, = 7/4, N =2,4y8.

de transicion depende déy dee. ParaN fijo, cuanto mas grande esmas abrupta es la banda de

transicion, pero la amplitud de las oscilaciones crecegealimedida.

Filtros de Chebyshev (Tipo 1)

Los filtros de Chebyshev de Tipo Il (ver Figura 1.30c), a @f@ia de los del Tipo I, presentan
oscilaciones de amplitud constante en la banda de rechatigdasiendo entonces el critemainimax

en esa region. La expresion del espectro de potencia es

1

O = o ) T @ P

(1.79)

Filtros de Jacobi (elpticos)

Estos filtros también recurren al criterio minimax, perdéxen tanto para determinar la banda

de paso como la de rechazo, obteniéndose un filtro cuyotesEcpotencia es

1
HWw)|]* = ,

(1.80)

dondeRy(w, L) es la funcion eliptica de Jacobi con factoique controla el ripple. Los filtros de

Jacobi presentan la banda de transicion mas abrupta@gsita un filtro de orden fijdv.
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